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PCA-Transformation

Rldiger Brause: Adaptive Systeme, Institut fir Informatik, WS 2013 -3

UNIVERSITAT
RANKEURT AM MAIN

Hebb‘sches Lernen

Aw = W(t)-W;(t-1) = ¥;(t) ;X Iterative Hebb'sche Lernregel
AW = W(n)-W(e-1) =y(t) yxT
W=W(1)+W2)+W3)+...

Problem: ex. kein ,,Vergessen, W — o

Unendliches Wachstum ?7?
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Hebb‘sches Lernen - Ergéinzungen AR

Losung 1: lin. Term, Abklingen der Synapsen
W(t) = W(t-1) + y(t) yX Iterative Hebb'sche Lernregel

W(t) = W(t-1) + ¥ (YX - W(t-1)) Abklingen des Gewichts
v —W=~ W()-W(t1)= YX - W(t-1)  Diff.gleichung mit < = 1/y
Erwartetes Ziel bei lin. System y = wTX Cyi= {XXT)
aw = 7{XY) - Y2 W =y (XX W) - W =y (XxT) w - y,w = 0
& C, W =AW  bei Fixpunkt w = w*Eigenvektor von C,,
w* stabil?  1-dim Beispiel: Nein!

gw =7y4XY -y, W™ nicht-lin. Abklingterm n>1

Rldiger Brause: Adaptive Systeme, Institut fur Informatik, WS 2013

Hebb‘sches Lernen - Ergéinzungen SAUERIAT
Losung : Normierung der Gewichte
W)= W(t-1)+y©) yx mit [w()|=1
Wie?
W = we1) + v yx

wioy= W= wen+ymyx
Wl W

Wohin konvergiert w(t) ?
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Lernen: beschrinkte Hebbsche Regel

Konvergenzziel?

wi(t) = W;(t-1) T (0) (¥;X)  Hebb'sche Lernregel mit NB [w]| = const.

=wit-1) +v0 E}L(W) Gradientenaufstieg
ow
Also:
RWw) . _
v (xy) = (xx") w = Aw beiy =x"w lin. Neuron

Zielfunktion R(w) = 2 wTAw  mit [w| = const = 1

Extremwert von L(w,p) = R(w) + p-(w2-1)  Lagrangefunktion
bei 57|_ (ww= OR (w)+ 2w = Aw + 2w =0
ow ow
Aw = w Eigenwertgleichung mit A = -2p

w — EV(A) mit EW A = max

Rildiger Brause: Adaptive Systeme, Institut fir Informatik, WS 2013




: a.
Principal Component Analysis PCA AR

Zerlegung in orthogonale Eigenvektoren = Basisvektoren
,»Hauptkomponentenanalyse“, ,principal component analysis®,
,Karhunen-Loéve-Entwicklung®, ,Hotelling-Transformation®,...

Eigenvektoren — Wozu?
2

Merkmals-
transformation
auf
Hauptrichtungen

Rildiger Brause: Adaptive Systeme, Institut fir Informatik, WS 2013 -8-

Principal Component Analysis PCA SRR

Transformation auf Unkorreliertheit

< (X=X (X5 (X)) > =0 Unkorrreliertheit vON X1,X,

Beispiel Rauschfrei korrelierte Daten

X = (Xp,X) Mit X, = ax;

Rechnung: EV, EW =?

X1
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Dekorrelation und Unabhéngigkeit QNIVERSITAT

@ DEF dekorreliert: {(y(y)-(y (7)) = ytyy-(yp) =0 #
@ Satz: PCA dekorreliert Daten
DEF PCA: y=wTx mitC,w =Aw Eigenvektoren
= Mit PCA gilt V=YY X'= XX
WY = (Wit xTwy ) = wil(x X Tw = wTCw; = wiT Lw,
_{x, beiii =] {weii:j

o dajawTw;= o
Obeii=j Obeii#]j

gilt.

@ Daten sind unabhéngig = Daten sind dekorreliert
DEF unabhangig:P(x;x) = P(x)P(x) X;,X; Zufallsvariable
= (YYD =S Pl y vy, =22 POOPY,)YLY, =2 PO 2 PY;)Y;
YiYj N Yi ¥j
= (YiXyp = 0 bei (y;)=0 i#
Aber: umgekehrt gilt nicht: dekorreliert ist nicht unabhangig!
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Transformation mit minimalem MSE |/ "5/ 04]

Allgemeine Situation
lin. Transformation

X —> ——> V1 } y
X : Wx 0w Ym

OV

Xﬂ.;» —»0 Yn

min R(W) =min ((x-X)® least mean squared error (LMSE)
w

Wann minimal ?
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Transformation mit minimalem MSE 000000

Minimaler Rekonstruktionsfehler
min R(W)=min{(xX )? least mean squared error (LMSE)
w

m n m n
X=D YW Y yw, X =D yw Y oW, Y = XTW;
P} i1

i=m+1 i=m+1

@ Was ist die beste Schéatzung fir die Konstanten c¢;?
min R(c;)) ="? Rechnung! AnhangB

o Bei welchen Basisvektoren w; ist der Fehler minimal ?
min R(w;) =? Rechnung! AnhangB
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Transformation mit minimalem MSE |/ "5/ 4]

m Messungen

@ Modellierung als Gerade
y=f(x) =y, +ax
@ Beispiel: Okonomie

Konsum y = f(Einkommen x)
= Konsumsockel + a -Einkommen

@ Problem: Ergebnis hangt vom Koord.system ab
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Transformation mit minimalem MSE |}/ "5/ 04]

@ Minimaler mittlerer Abstand zur Gerade (Hyperebene)

d=x"w-c=g(x)

\ Hessesche Normalform
TLMSE = R(w,c) = (d?)
Rechnung: Minimum des TLMSE (kap3:3.1)
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PCA-Netze und Weissen
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PCA Netze fiir geordnete Zerlegung |/ "5T0T

Sanger-Methode Sanger 1988

Vollstéandige Zerlegung von {x} in n Eigenvektoren (Gram-Schmidt)
{Go={x}, =1

Suche die Richtung groRter Varianz in {x};,. Dies ist e;.
Ziehe diese Richtung (Dimension) von {x};; ab. Wir erhalten {x},.
Wenn i<n, setze i := i+1, gehe zu 1.

Diskret fur stochastisches x, w: Sanger-Netz

ol =
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. a.
PCA Netze durch laterale Inhibition AR

Asymmetrische Netze Rubner, Tavan 1990
¥i= WX+ Uy Yy Aktivitat
k<i
- — T
= (w;+ ZUika)TX =W X
k<i
Aw; =y XY; Hebb-Lernen

AUy =-pYyy, Anti-Hebb-Lernen

(n Y2 ¥z ottt ¥m)=Y
Anti-Hebb auch aus Prinzip
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ey b
Whitening Filter UNIVERSI

Shannon: Whitening fur alle Frequenzen, d.h. alle diskreten Signalbénder

Ubertragung auf parallele Signale y; : gleiche Varianz aller durch
Transformation W.

Anhebung zu geringer Amplituden: Wiahle W so,

dass <yiyj> =1beii=j,sonst=0; also (yy") =1
Absenkung der Amplituden: durch inverse Matrix W-!
Rauschen
. - inverse
Transformation Transformation
W W-L
Kodierung  Transmission Dekodierung
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Whitening Filter AR

Anhebung bei parallelen Signalen
Wenn fiir die Transformation W eine orthonormale Basis M= MT gewiihlt
wird, ist das Ziel des Lernens

mit 1= (yyT) = (WxxTWT) = W(xxT)WT = WAWT

auch WTI = WT (WAWT) = AWT

bzw. W, = Aw, Eigenvektoren W, von A mit A =1
Also:

1. Signal zentrieren und PCA durchfiihren. Wir erhalten orthonormale
Eigenvektoren e; mit Eigenwerten A;.

2. e normieren: w;=g;/ 1,2 sodass|w;[2=1/},.
Es ergibt sich orthogonale Transformationsmatrix W mit Zeilenvektoren w;

Sie erfullt  (y;y) = (w;TxxTw;) = w;TAwW; = w;Twip; = 1
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Whitening Filter

Absenkung (Rucktransformation) W-t=?
Wenn B = (A,Wy,..., A,w,,) gewahlt wird, ist mit |w;[> = A;1

wil MWy AW,

mit W-B =

1 ... 0
=0 . o|=I,
w, 0 1

T

Also ist W = B mit den Spalten aus den Zeilen von W.
Also: Rucktransformation

1. Aus der PCA haben wir e, &; mit || = 1 und so die Matrix W mit [w;[? = &;*
2. Basisb; bildenaus W : b;= (kWi LaWai, ooy AgW,)
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Orthonormalisierende Netze

Heuristische Methode Silva, Almeida 1991

"WJ Ziel: Projektion a; := w'w; eines

Basisvektors w;auf einen anderen
w; vermindern

wi(t) = wi(t-1) — (1) a;wi(e-1)
= WD) = 7() (W (ED)W,() Wi(+1)

+y(1-(y2) w(t) Normierung

Ziel: orthogonal im Datenraum: a = (yiyj> =w
Alle Einflusse
W= WD =10 Y (yy) Wit + 1Ly WD)

jri

W(t+1) = W(t) — yC(E) W(L) + yW(t) Matrixversion
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Orthonormalisierende Netze INIVERSITAT

Konvergenz der Heuristischen Methode Silva, Almeida 1991

Beh: C,, —> I mit C,, =(yy") = WxxHWT=WC WT

Bew: Einsetzen der Matrixversion W(t+I) = W(t) - yC,,(t) W(t) + yW(t)

= Cyutr) = Y2 C 2 -2y(14y)C H+(149)°C,,
Darstellung im Eigenvektorraum
Cye=eh = C E=EA=C, = EAET
dndert die Eigenvektoren nicht, sondern nur die Eigenwerte A zu
M1 =y2A3 - 2y(1+y)R2+ (1+y)*h Fixpunktgleichung

A1)

conwead

Konvergenz A—>1 = C,ol q.e.d.

N 141y L+2ly M0 Ex. keine Zielfunktion !
o
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Konvergenz von Fixpunkten QNIVERSITAT

Stabiler Fixpunkt Labiler Fixpunkt

ow) gw) =w 9(w)

[ Wa We W ™ [ Wz W W w
det| 29
aw;
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[g'(w)|<1 bzw. <1 [g'w)|>1

'ERSITAT
RT AM MAIN

Ausblick: lineare und nichtlineare PCA |

Lineare Dynamische

Hauptachsentransformation Hauptachsentransformation

b, &

fd
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ICA-Transformation
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H UNIVERSITAT
Lineares ICA-Modell RANKFURT AM MAIN

Quellenmix  Entmischung

S1 X3 . V1
So | X W — Y2
S, Xa . Y,
Ziel: W —>M1
y—>s

mit p(y) = p(ys.--.Yn) = P(y1)--P(y,) unabhangige Kanale

Unabhangigkeit notwendig zur Quellentrennung.
Yelling,Weinstein (1994): auch hinreichend!
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Lineare T 1.\_
Koordinatentransformationen o

Beispiel:

® PCA-Hauptkomponentenanalyse Richtung stérkster Varianz
® |ICA- Unabhéngigkeitsanalyse statistische Unabhangigkeit
Beispiel: e

X = X;+Xy, . CLI= XY, Cimy
Y =X, 1 also c;= x; unabh.
mit X;,X; von C,= X,
zuféllig uniform
aus [-1,+1] by €y
=¥ Mi=|T
M=, 0 1
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= UNIVERSITAT
ICA-Einschriankungen RANKFURT AM MAIN

@ Quellenzahl = Mischzahl
M muR regular sein <> nur dann ex. M1

@ Ausgabereihenfolge unbestimmt

Reihenfolge in p(y,)..p(y,) ist unwichtig=>M-'bis auf Permutation P
bestimmbar: M-t —> M-1P

@ Unbekannte Skalierung
=0 :=1 Beweis: Rechnung Kap.3.4

@ 2 GauBlsche Quellen lassen sich nicht trennen
= max 1 GauRsche Quelle Beweis: Rechnung Kap.3.4
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DEF Information UNIVERSITAT

| ~n=1d(2") = Id (zahl der moglichen Daten)

I~1d(1/P)  [Bit]

DEF I(X) := In(1/P(x¥)) = — In(P(x¥)) Information
DEF H(X) = X, POXIOK) = (10¢)), Entropie
HX) = I p(X) In p(x)tdx differenzielle Entropie

Frage: Wieviel Information hat eine 32-bit floating-point Zahl?

DEF I(X;Y) =H(X)+H(Y)—-H(X,Y) Transinformation
mutual information
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ICA - Algorithmen 1a

Ziel: minimale Transinformation zwischen den Ausgaben y;

x = InputKanéle, %, y
stoch. Variable X ’ Transformation . /
' Filtg . y
Y = Output (Fiten .
Xa Yin

Transinformation 1(y;;y,) = H(y,) + H(y2) — H(y.Y,)
minimal bei I(y;;y,) = 0 bzw. maximaler Entropie H(y,,y,) = H(y,) + H(y,)
bzw. p(y1.y,) = p(y1)-p(y,) stochastische Unabhéngigkeit der Variablen y;
W(t+1) = W(t) — iyl(yl;yz;“;y,,) Gradientenabstieg
ow

(Amari, Young, Cichocki 1996)
Entwicklung von p(yy.Y,...Ys) in 1(y1;Y,;..;y,) nach hoheren Momenten
W) = WD) — (L)Y IW(D) mitfy) = 3yi25y9 187 87,5, 20,3
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oo B
ICA - Algorithmen 1b FRARKFUR A MATN

Ziel: maximale Transinformation (Bell, Sejnowski 1995)
zwischen Eingabe und Ausgabe

Transinformation 10X;Y) =H(Y) — H(Y[X)  aus Def.
H(Y|X) ist konstant im determinist. System

Maximimierung von 1(X;Y) durch Maximierung von H(Y)

R)=HOD = HOQ + o) n et age mita=| 22

—o

Nicht-lin. Ausgabe y, z.B. y = tanh(z)
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10



Informationstransformation UNIVERSITAT

H(Y) =7 H(Y) = H(Y(X))
X n Transformation
: Trans- kontinuierlicher
formation J i
. . Zufallsvariabler
Xn Ya
+0 dy = |det J| dx
HOY) =~ [ p)In p(y)dy = PYC) = p(x) et I
= j' (p(x) [det J[*) In (p(x) - [det I[L) |det J| dx
=~[ b npy dx + [P0 In jdet 3 dx y(x) = Wx
o —o =J=W
[HOY) = HEX) + In detcw)| |
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ICA - Algorithmen 1b S,

Ziel: maximale Transinformation (Bell, Sejnowski 1995)
zwischen Eingabe und Ausgabe

Gradientenregel
W(t+1) = W(t) + y([WT ]11 2yxT) Rechnung: 1-dim Fall (Kap.3.4.1)

,Natirl.“Gradient Amari 1985
AW AW = y(t) RMIWTW = (1 - 2yzT)W
dt oW
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UNIVERSITAT

Statist. Momente und Kurtosis RANKFUR

Momente ciner Zufallsvariablen x :

o= (X) 4, zB. o, =(X) Mittelwert
Zentrale Momente einer Zufallsvariablen x:

me=((x-0)%),  zB.m,={((x-a;)?) Varianz

Wilbungsmafl Kurtosis:  kurt(x) = [{(x-0,,))*-3m,2]/m,?

Supergaussian: Kurtosis > 0

Gaussian: Kurtosis = 0

Subgaussian: Kurtosis <0
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ICA-Algorithmen: NV

Vorverarbeitungsfolge
Quellenmix zentrieren weilen entmischen
g; X, - Vi
] B [ w
ne —— * Yo

Zentrieren 00=0  (x=00y=1
Mittelwertbildung, z.B. iterativ durch wo(t+1) = wy(t) - y (Wp-x), v =1/t

WeiBBen
PCA durchfiihren: w; Eigenvektoren von C = (xxT) mit |w;|=1 und

Eigenwerten %,
Gewichtsvektoren w; normieren zu wi/A;%2. Dies fuhrt zu (y2) = w;(xx")w;

=wiaw; =1

Entmischen
ICA Algorithmen, z.B. minimale Transinformation, maximale Kurtosis etc.

Speziell: dekorrelierte x benétigen nur eine orthogonale Matrix W
(Vereinfachung)
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ICA - Algorithmen 2
Ziel: extremale Kurtosis (Delfosse, Loubaton 1995)

Extrema bei s;= unabh. Komp, und z;=+/-1 N
kurt (y) = kurt (w"v) = kurt(w™™s) = kurt (z"s) = Zz?kurt(sj)
1

Quellenmix zentrieren weilen entmischen
s
% = w I v
S Vy Yo
Matrlx Z (Vi~v)=1 (v)=0
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ICA - Algorithmen 2

Ziel: extremale Kurtosis bei y=wTv
RW) =(W™V)%)-3((wv)%? =min,
W(t+l) =w(t) + v grad R(w)
=w(t) +y 4 ((WTV)v) — 3wlw)
Bei |w| = 1ist die Richtung gegeben durch
W(t+1) = a(((wTv)3v) - Bw)
@ Lernalgorithmus fiir einzelnes Neuron  (Hyvarinen, Oja 1996)

w(t+1) = {(WTV)3v) — 3w Fixpunktalgorithmus

mit [w| = 1
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: a.
ICA - Algorithmen 2 TR IR

o Sequentielle Extraktion aller Komponenten
Gegeben: Trainingsmenge {v(0)}
W, (t+1) = (W, Tv)3v) — 3w, mit jwy| = 1
Konvergenz zum 1. ICA-Vektor.
Dann neue Trainingsmenge durch V(1) = v(0) — w,y,
W, (t+1) = (W, TV)3V) — 3w, mit [w,| = 1

Konvergenz zum 2. ICA-Vektor, usw.

@ Schnellere Konvergenz_:IOrthogonalisierung
i
Wi(t+1) = Wi(t) - Z(wi w)w; j<i
=1

Rildiger Brause: Adaptive Systeme, Institut fir Informatik, WS 2013 -39-

ICA-Anwendung: Audioanalyse
Mischung entmischte Quellen
Mix1 speaker
Mix2 ey | SINQEr m
g
. S R =1
ix3 &= lviolin {ward
orchestri I' l ' ;ﬁ;,,
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