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1. EINFUHRUNG

Informationsverarbeitende dynamische Systeme gleich welcher
Art empfangen von ihrer Umwelt Signale oder Zeichen (Muster),
verarbeiten diese und antworten auf sie mit zweckentsprechen-
den Reaktionen bzw. passen sich an die sich &ndernden Umwelt-
situationen an. Letzteres entweder infolge gezielter, optima-
ler technischer Konstruktion oder biologischer Evolution
(survival of the fittest). Dazu ist es notwendig, die auBer-
ordentliche Vielfalt der Input—-Muster des Systems, die zur
selben Reaktion AnlaB geben, in Situationsklassen zusammen-
zufassen. Denn nur durch eine solche Klassifikation (d.h.
Informationsreduktion) ist das System in der Lage, schnell

zu entscheiden und dabei adidquat zu reagieren.

Beispiele fiir Rlassenbiiaungeg?fZeigen Abbildung 1a und 1b.
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PETAL LENGTH — cm The Herzsprung-Russell Diagram {Courtesy Lunds Universitet
A two-dimensional section of the Anderson iris dara. Tustitutionen fiir Astronomi).
Abb.1a Abb.1b

Im Herzsprung-Russel Diagramm sind Sterndaten eingetragen,
geordnet nach ihrer Spektralklasse(horizontal) und ihrer
absoluten Intensit&t(vertikal). Die sich ergebenden Klassen
unterteilen die Datenmuster in die Gruppen dexr Sternriesen,
der Superrlesen der Hauptreihe und der Zwerge.Zu sehen sind
in dieser- Abblldung die Sterngruppe der Hauptreihe und der
Riesen.

Drei verschiedene Irisarten,die mit ihren Abmessungsmerkmalen
aufgetragen wurden, zeigt Abb. 1a .Die teilweise "unscharfe®
und "verschwommene" Abgrenzung der Klassen macht die Prob-

leme der Klasseneinteilung beim Mustererkennen«deutllch



Eine sich dndernde Umwelt erzeugt jedoch auch neue Muster
oder Zeichen, die fiir das System unbekannt sind. Lassen sich
diese nicht in die bereits vorliegenden Klassen einordnen,
s0 muB die urspriingliche Klasseneintelilung der Input—-Muster
durch eine neue Klassifikation ersetzt werden. Das System
mufB diese Verdnderung dabel mBglichst selbsténdig vornehmen,
wenn es adaptiv, also selbstlernfidhig und reagierend sein
s0ll. Beispiele liegen auf der Hand: Jede Markterhebung &n-
dert die Selbsteinschatzung der Wirtschaftssituation eines
Unternehmens (des Systems), kann zu einer neuen Klassifika-

tion der bisherigen Marktdaten flihren und bewirkt als Lern-

reaktion eine Neuorientierung der Produktion. Ahnlich &ndern
sich medizinische Diagnostik oder Wetterprognose durch die

Verarbeitung neuer Daten,

Wenn das System ein Ahnlichkeitskriterium der Muster gefunden
hat, so ergibt sich das Problem, den Fehler und damit auch die
Folgen beli der Klassifizierung zu minimisieren. Die Optimie-
rung der Klasseneinteilung wird als Lermnen bezeichnet. Erst
wenn dies ausreichend durchgefiihrt wurde, ist es fiir das
System mdglich, erfolgreich Muster zu erkennen. Fiir technisch
konstruierte Mustererkennungssysteme 1ldBt sich diese "Lern-
phase” durch Eingabe bekannter Trainingsmuster bewdltigen.
Dabei wird jede Klassifizierung mit "richtig" oder "falsch"
bewertet und bewirkt so eine Korrektur der Klasseneinteilung.
In der nachfolgenden"Erkennungsphase" "braucht so die Klassen-

einteilung nicht mehr veréndert werden.

Bei diesem "Lernen" wird aber die Information liber die opti-
male Klasseneinteilung schon vorausgesetzt, was aber bei
biologischen und hochflexiblen technischen Systemen normaler-
weise gerade nicht der Fall ist. Diese Information muBf erst
widhrend eines Selbstlernens vom System aus den Mustern er-—

schlossen werden.

Das zentrale Problem dabei besteht darin, wie die Infor-
mation zur Optimierung der Klasseneinteilung aus den Mustern

gewonnen wird.



Die vorliegende Arbeit versucht, dieses Problem mit dem Forma-
lismus des "stochastischen Lernens" zu untersuchen und theo-
retisch sowie mittels Computersimulation M&glichkeiten und
Grenzen der LOsungen anzugeben.

Zundchst wird daher das Problem der Mustererkennung als
Problem der Einordnung einexr stochastischen Variablen x in
vorhandene Klassifikationen behandelt (Kapitelq.,3.

Um die Zahl der Klassen und die Wahrscheinlichkeit, ihnen ein
X 2zuzuordnen, zu bestimmen, wird dann die Wahrscheinlichkeits-—
dichtep(x) aus den vorliegenden x rekonstruiert (Kap.2 ).
Dabei werden einfache Fehler (Kap.3 ) oder mit einer Strafe
gewichtete Fehler mit Hilfe sogenannter Straffunktionen

(Kap. 5) so klein wie mdglich gemacht.

AnschlieBend werden konkret eine definitive Straffunktion
sowie ein Lernalgorithmus ausgewdhlt und deren Charakteri-

stika filir die weitere Anwendung diékutiert.(Kap.sr).

In Kap. (% ) wird untersucht, ob bei diesem Lernalgorithmus
bei Anderung eines Parameters statt einer optimalen Klassen-
einteilung (Fixpunkt des Algorithmus) pl&tzlich mehrere
optimale Einteilungen (Bzfurkation) auftreten konnen.

Als Resultat wird eine Bedingungsgleichung fiir p(x) formu-
liert, bei deren Erfiillung eine Bifurkation auftreten muB.
Flir eine Art von Verteilungen wird gezeigt, daB diese Glei-
chung nicht erffillt ist. Eine weitere Verteilungsart wird
angegeben, bei der die genannte Bifurkation auftritt. Mittels
Computersimulation wird hierbei der Ubergang von "normalem
Lernen®” zu "bifurkativem Lernen" bei Paramétervariation de-—
monstriert. (Kap.7,3)

Die Konsequenzen fiir Mustererkennung werden in Kap. g bespro-
chen. Im Anschluf daran wird die Anwendung der stochastischen
Mustererkennung an biophysikalischen Beispielen illustriert.
Unter anderem wird gezeigt, daB man die haploide und diploide
Vermehrung von Lebewesen mit Lernalgorithmen beschreiben kann,
deren Lernziel die maximale FPitness der Gesamtpopulation dar-
stellt.
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1.2 Die Problemstellung

Die Notwendigkeit objektiver Klassifizierung hiufig wieder-
kehrender Muster ,sei es in.der Arztpraxis oder beim Sortie-—
ren von Briefen anhand der Postleitzahlen,zeigt,wie wichtig
es ist,eine mathematische Beschreibung der Mustererkennung
einzufiihren.

Dabei méchte ich nur Muster betrachten,die quantitativ
(Daten in Form von Zahlen)vorliegen.Qualitative Daten,wie

—

sie z.B. die chinesischen Schriftzeichen & 73 A %

bilden,werden am Besten nicht durch stochastische buster—

erkennung sondern eher . = durch Entscheidungsb&ume (Abb.1.2)

erkannt,dhnlich wie ein : — Doppel te
. ‘ AT AR hor.Linien 7
Satz einer Sprache mit :
der Grammatik zerlegt '
und dabei eingeordnet Vert. )

Linien ?
werden kann. : | :|

Dazu siehe [97 Kap.8 fenn

_ —{nein]
und [4] Kap. 5 xt;gﬁﬁ_*_mmb

Angenommen,es sel ge— o
! offene

lungen,alle fiir eine Spitze ?

Klassifizierung relevanten N Liﬂ, EE]

Daten herauszufinden Al s 4,2

(Feature selection};wie,wollen wir hier nicht behandeln.

b b4
yl Extraktion wvon 1
y2 Merkmalen x2 Klassifizierung
"gehr viele wenige,relevante,
N ische Daten
Daten (¥pamu@s

Das so erhaltene n-Tupel von ncharakteristischen Daten
(X1”"'Xn) ist eine vom Zufall abhi#ngige Variable X.
Sei idie Menge aller X.

Definition:Bine KLASSE Qiist eine Teilmenge von



Fiir die Erzeugung und Erkennung der Muster m&chte ich

folgende Bezeichnungen einfiihren:

mIL _ ' . By .
wz']_‘, 7 X mit p(x) | w2

oz PO P _p(x|7“’i) DY Plogix)

: Klassifizierung .
QUELLE EMPFANGER

Fiir die Klassifizierung wi(wenn xegﬁ) ist

P(uﬁ) a priori-Wahrscheinlichkeit dafiir,daR oy vorliegt

p(x/w,) Iikelihood-Wahrscheinlichkeitsdichte
1 . VOn X,wenn wivorliegt

P(ui/x) a posteriori-Wahrscheinlichkeit fiir wi,wennzivomliegt.

Zwei Fille sind zu unterscheiden:

a} QUELLE BEKANNT

Wenn p(x/@i) und P(mi) bekannt sind,l3Bt sich mit

p(X)=Zp(X/wi).P(wi) : Z P(mi) = 1
¢ Formel (1.2a) = Formel {(1.2b)
und der Bayesregel p(v/x).p(X)=p(x/y).p(y)
P(wi/X) bestimmen: .

P(u;/x)= p(x/w.).P{w;) Formel (1.2¢)
p(x}

Wdhlt man bei der Klassifikation der x die Klasse (), ,flr die
P(wi/x) am grOBten ist,so 1Bt sich zeigen,daB dann der
mittlere Fehler am kleinsten wird. (Bayes-Entscheidungskriterium)
In der Praxis wird dieser Gedanke benutzt,um Maschinen

fliir Klassifikationen einzurichten.Bekannte Trainings-

muster werden eingegeben und nach jeder Klassifikation

wird signalisiert,ob von der Maschine richtig oder falsch
eingeordnet wurde. (Perzeptron-Alg.,siehe )

Durch die 'richtig'-'falsch' Meldungen der Menschen lernt

der Automat P(wi),durch die Trainingsmuster p(x/mi).
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——e

Die Klassengrenze ist dabei operational durch die Klassifi-

kationsvorschrift definiert.
Falls(2\9i=0 und k{hi=ﬁl,so 188t sich die Klassengrenze
zwischen zwei Klassen auch als Hyperfldche definieren,die -

beide Teilmengen ﬂiund Rj voneinander trennt.

b) QUELLE UNBEKANNT
Wenn iiber die Quelle nichts bekannt ist,muB das lernende

System P(wi/X) direkt lernen.

Da in diesem Fall kein Lehrer dabei ist wie bei a) ,mbchte
ich den Vorgang als Selbstlernen bezeichnen im Unterschied
zu Lermnen in a).

Das Klassifizieren und iterative Verschieben der Klassen-
grenzen geschieht hier durch Bilden eines internen Glite-
kriteriums.Ziei der Klassifizierung und Einordnung der X
ist es,diese Giite so groB'Wie'mégliCh,oder,invers gesehen,

eine Strafe bzw.Kosten so klein wie mééliéh-zq machen.

In der Auswah]l und im Einsatz von Straffunktionen steckt
natilirlich auch hier wieder die Funktion eines Lehrers;
nur muB er hier nicht bei jedem einzelnen x entscheiden,

dies tut der "Schiller" selbst+).
Im Folgenden soll nur noch dieser Fall behandelt werden.

+ -
) Psychologen diirfte diese Idee als'Uber-ich'bekannt sein.
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1.3 Straffunktionen und Klassengrenzen

Wie h3ngen nun die Straffunktionen mit den Klassengrenzen

zusammen? Dazu untersuchen wir ein System mit zwei Klassen.
Sei x das auftretende Muster,x €0=0:UQ,
Dann lassen sich die Klassen durch eine Hyperfldche mit

der Gleichung hix}=0 trennen.

Klasse 1={x/h(x)>0j
Klasse 2={x/h(x)$0}_

Diese Hyperfliche und andere _p(x) charakterisierende GrdBen
{(z.B.Maximum oder Mittelwert) fassen wir zum Parameter-—
vektor d=(h,c)zusammen,den das System lernen soll.
Angenommen,wir verbinden jedes x mit einer Strafe,deren
Gr&Be von der Klasse abhdngt,in die x eingeordnet wird. .
dann gibt es fiir dieses System zweli verschiedene Strafen,

die Funktionen von x sind.

F,] (x,8) ,wenn h(x)>0 - Q(x,C,‘fﬂ

und Fz(x,g) ,wenn h (x)4£0

Ein Zusammenhang zwischen h(x),F1(x,c)und Fz(x,c) e

ergibt sich aus der.F?rderung, daB

Q(x,c,h) {:Q(x,c,g) fiir beliebige %(X)

(Klassengrenze mit kleinster Strafe)

Zu

 h({x)=F x,c)—Fl(x,c)

Bewels

Sei Q(x,c,h):=Q(x,d)
und - Q(x,c,ﬁ)==Q(x,3)

Sei h(x)y 0. Dann ist Q(X;a)=F1(XrC)
Dann gilt fur Q(x,d):
Wenn h(x)»0,so ist Q(X,d)=F1(X:C)=Q fxrg)
h(x)£0, Q(x,d)=F2(x,c)
Dann ist auch
h(X)=F2(x,c)—F1(X,c)=Q(X,di—Qf(xfﬁﬁ$0
oder Q (x,d) P Q(x,d). '




—12'-_

Sei andererseits B (x)§0,also Q.(x,3)=F2(x,c).
Wenn h(x)(o,so ist Q(x,d)=F2ix,c)=Q?(x,g).
h (%) >0, Q(x,d)=F1(x,c)m :
und damit ' '
h(x)=0 (x,d)-0(x,d)y0

also auch Q:(X,5)3Q(X,d) g.e.d.

Anschaulich ist dies sowieso klar:
Die insgesamt kleinste Strafe wird bei gegebenen x und d dann
erreicht,wenn jeweils das kleinste F(x,¢) genommen wird,

also in Klasse 1:F1(x,c),wenn F1(x,c)<F2(x,c)

oder Fz(x,c)—F1(X,c)=h(xT>O
in Klasse 2:F2(X,c),wenn Fz(x,c)<F1(x,c)
oder Fz(x,c)1F1(x,c)=h(x)§O
Auf der Hyperfliche h(x)=0;gil£*?;(§3g);?éix,c) .
Aus Q(x,d) wird damit
Q(x,d)=pQ(x,c)= min{F1(x,c),F2(x,cg
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1.4 Veranschaulichung des Konzepts

Die Trennung der Klassen 1ldBt sich leicht veranschaulichen.
Sei:n=2,xeR2 ,also ein Muster,das durch 2 Variable charak-
terisiert ist und geometrisch als Punkt einer Ebene er-
scheint.Punkte,die dicht beieinander liegen,lassen sich
als d&hniiche Muster und "zu einer Klasse gehdrig"deuten.
Ein Beispiel ist die charakterisierung einer chronischen
Bauchspeicheldriisenentziindung durch die chemischen Kon-

zentrationen bestimmter Stoffe x und y im Blut der -

Patienten:
y
A
E x
x
x .
x % x
XX X X K X x
- x 33 - » X8 » L J
x x xX x x 3 [ ] ]
x X xex L] L] L]
X X% X XWX L] . L]
x x x
- x x =
* x x x x .. L] *
x x - L] L ]
x x [
E x ® ox . -
x
x -
x
. x x
x
*® L]
x
- . ’
[
x
T T T T T T T T > X
Chronical pancreatitis { X ) and normal patients (®).
Abb.1.4a P (>) and normal p ()

Abbildung aus CZI

Die Aufgabe ist also nun,den Punkthaufen(Cluster) der
Kranken von dem Cluster der Gesunden mit mdglichst
geringem Fehler durch eine Linie zu trennen,wobei die
Klassengrenze mit jedem neuen Patienten,jedem neuen Punkt,

der hinzukommt,korrigiert werden soll.
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Diese Aufgabe versuchen die in Kap. 3.3 und Kap. 6
besprochenen Verfahren so zu l1l&sen, daB entweder der
einfache Fehler beim Ziehen der Klassengrenze oder der
gewichtete Fehler, also die Folgen,mdglichst gering werden.
Normalerweise wird dabei angenommen, daB nur etne optimale
Klassengrenze existiert. Wie in Kap.8 gezeigt werden wird,
ist diese Annahme aber nicht selbstverstdndlich.Unter be-
stimmten Umstdnden kann es auch zwei optimale Klassen-—
einteilungen gehben.

Abb.1,4p zeigt elne Vertei-

lung p(x),die sich aus

[

drei sich durchdringen=
den Clustern besteht.
Abb.1.4b Wenn nur zwei Klassen-
einteilungen bestehen,
so wird jedes Verfahren,
das den Erwartungswert

der X einer Klasse zur

-

r Iteration der Klassen-

L age dér Klassengrenze nach 1000 einteilung benutzt, die
Iterationen.
Klassengrenze in die Mitte des mittleren Clusters legen

(Kap.'12-2 ) .Der Fixpunkt der Iteration liegt dann gyuf

der Symmetriachse der spiegelsymmetrischen Verteilung.

Ist aber die Distanz ¥ zwischen den Clustern gr&Ber als

eine mit einer Funktion m(y)=1 gegebenen kritischen Distanz,

so trennen die Verfahren
 Seide die . drei . Cluster in

Abb.1.4c | eine Gruppe mit zwei und

eine Gruppe mit einem

Cluster.

Die nebenstehende Abbil-

dung zeigt einen solchen

Fall.Die zweite m&liche

Lage der Klassengrenze ist

gestrichelt eingezeichnet
(Vgl. Abb.7JL1¢lDies 148t sich so interpretieren, als ob
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bei "unscharfen" Konturen es besser ist, einfach symmetrisch
zu trennen.Bei "scharfen" Konturen aber erst ist es mdglich,
mit der bestehenden Information eine differenziertere

Clustertrennung durchzufiihren.

Dieses Problem ist auch schon andeutungsweige in der Literatur
erwdhnt worden. [3] 6.8.1

i — e
e \\ s ~o
7/ —_— ~
I O o] \|,/ \\\ // OO © o ~\
/ o
, © o IIO [} \\ Fi (o] o ° \
[ © o o
I © oo %@ h [ 9 5004.0 \ 2
I o © o %o o o I 5 o Y0 40 I o N\
l ) © 5 \ o ©o0 L 0°)
O
‘ o] o] OI;O o © } \ Q o o Q © I \\_,/
\ oo § o / v o %% 5 ° /
\ o o, %W g s Ve oo "% o,
N\ o ho g N % o o0
o \ -
\\ OI\\__ __,_—/ \\.‘-_-__’_‘/
~ e -

Obige Abbildung zeigt ein Beispiel daraus. Das aus der B
Lage der Punkte errechnete R'= J +J, .= E:X"Cﬂz uwd €i° iugz;-qx
ist fiir die Klassenbildung a) kleiner als fir b),obwohl.

fir unser Gefiihl eher b) "die richtige" Klassenbildung

darstellt.
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1.5
Glitekriterium und BayesxClassifier

In: Kap. 1.2a wurde als Entscheidungskriterium vorgeschlagen,

sich fiir dasw, mlt dem. groﬁten Plw, /x) zg entschelden.

R —

Zweifelsohne laBt ‘sich damit dle mlttlere Wahrschelnllchkelt
der Fehler klein machen,aber es wird dabei Hichts dariiber
ausgesagt,welche Folgen eine solche Entscheidung nach sich
zieht.Wenn ein Frosch eine Fliege fiir einen Storch hidlt

‘'und flieht,so ist die Strafe die er versplirt,wesentlich ge-
ringer,als wenn er einen Storch fiir eine Fliege h3lt und
gefressen wird.Es ist daher sinnvoll,eine Gewichtung Fij

fiir eine Fehlentscheidung einzufiihren:

Fij:=Strafe,wenn fiir Klasse 1 entschieden
wird,aber Klasse j vorliegt.

Fijsoll von x und dem zu lernenden Parametervektor ¢ ab-

hangen: Fij=Fi.(X ,C)

Die Strafe oder das Risiko R,wenpn- das- Master x vorllegt

und fir wlentschleden w1rd ist
R(mi/x)=szijP (wj/x) (Bayes-Risiko)

und das mittlere Risiko R,

jR(w /x)p(x)dxuj‘zF P(w /X)p(x)dx
1 23 ij

-

Die Gesamtstrafe aller méglichen Einordnungen ist

R-= ZR EIZF P(w /X)p(x)dx
i R
Mit den Formeln (l1.2a) und (l.2c)und der Vereinfachung

Fij(x,c)=Fi(x,c),wenn die Strafe nur -
von wiabhéngt
ist
R '=R(c)= ZLF (x,c) ZP(“’ )p(x/Lu )d
—ZSF (x,c)p(x})dx
a_‘(}.
=Y E(F, (x,c))= E(Q(x,c))
LS
——'-'ZJi(c) E(x):=gxp(x)dx
ry N
mit Erwartungswert von «
Jy(e):= By (Fy (x,0)) E, (x):= _f xp (x)dx

€25
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R{c) ist also der Erwartungswert der Gesamtstrafe aller
Einordnungen von Xx.

Dabei wird nicht mehr P(wi) und p(x/mi) als bekannt
vorausgesetzt,sondern nur Fi(c,x) und p(x) .

Ziel des Lernprozesses wird es sein,durch iteratives
Verbessern von c.den Frwartungswert der Gesamtstrafe,

- oder,was dasselbe ist,den Erwartungswert des gewichteten
Fehlers der Klassifizierung so klein wie m&glich zu

machen. R(c)

min
Fiir n=2 (2 Klassen) mSchte ich die Folgerungen aus

dieser Forderung ziehen;der allgemeine Fall ist bei[*] Kap.7.3

behandelt.
Mit ofa) ={9 2§8
ist R(c)= J' (x,c)p(x) dx

- i(ﬁ-(F2~F1) 'F1 (X’c)"'-;(F']_Fz) -F2 (X:C))p(x)dx
Die Forderung e e

L min IR T :
Ri{c)= min R @1 :——:@(FE“F_‘ )
ist dguivalent mit e |
1 - -
V_R(c)Z O 0,:=0(F4-F,)

und damit 0 éVR(c)= g@ca)TF1)+W%(®2F2)) p{x)dx
s T -

=1§(Vc91‘F1+91 %Fy *‘%Wz*ezchz)p(x)dx
0 (a=b)=4-6(b-a)
=;\: (vco (F2-F1 )F,] - V(’: G(FZ-F1 )Fz)p {x)dx
+Se ._‘-ch*'IJ’euv ch)p(X)dx
Der erste Summand (Variation der Klassengrenzené)ergibt nuil:

- — b h =0
S(yce(Fz Fy) - (8, () ax A= §x / her=o]

- S(S(F ~F WV (F ,F )'(F1—F2))P(X)dx

““v-*’

Ko}
=Sf' (F -F, )(F F ) (x)dx =0, da(F —F)"O auf A\
X beschrankt =0
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DPaher ist S
V_R(c)= nb1VcF1+62VCF2)p(X)dX

Na
!
= z v F.p(x)dx = O
1ol 1
Die Minimisierung der Gesamtstrafe geschieht also nur noch

durch optimales Einstellen von g=(c1,...,cn) in den
einzelnen Gebieten;das optimierende Verschieben der Grenzen
im ersten Summanden brachte den Anteil null. :

jy(e)z= Effi(x,C))

VcFi(x,c):=fi(x,c)

L
] E(f, (x, L

J=4

Mit
138t sich das Lernziel umschreiben zu
2
1
)= 3, (e) o
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2. Kapitel Methoden zur Schdtzung von p(x)

Im folgenden Abschnitt sollen die Charakteristika einiger
Methoden zur Schdtzung von p(x) besprochen werden.

Allen ist gemeinsam,daB die Klassengrenzen bel dieser
Art von Mustererkennung nicht durch das Optimieren eines
Parameters eingestellt werden,sondern direkt aus p(x)

ermittelt werden;beispielsweise als lokale Minima von p({x).

2.1 Histogramm—Methode

Der n—-dim. Raum wird in gleichgroBe Zellen unterteilt.

Die auftretenden x werden in diese

Zellen eingegliedert und flir jede - e

Zelle gez&hlt. ‘,F7‘F7‘_ . v;;, Lt}h‘$~

Problem:
Wenn die Zellen groB gemacht wer-—

den,so ist das Histédgramm als Ndherung fiir p(x) sehr ungenau.
Wird aber die ZellengrdSe klein gemacht,so ist die Zahl

der Zellen und damit in der Praxis die Zahl der Computer-
speicherplidtze groB.

Ein mbglicher Ansatz aus diesem Dilemma ist die Einfiihrung

von Zellen,deren GroBe von der Zahl der x abh#ngt,die darinnen
sind.Dort,wo viele x auftreten,wird die Zellgr&B8e kleiner-und die
Histogrammunterteilung. feiner gemacht;wenig benutzte Zellen

werden daflir grdBer.

2,2 Parzen window

Um die Zahl der x in einer Zelle zu ermitteln,kann man

auch eine "Fensterfunktion" (window)definieren,die eins

wird,wenn X in diese Zelle f&llt,sonst aber null ist.

e @ (xxD)= {4 x aus Zelle i ¥ %5 (3
O sonstig

Die Zahl k der x in der Zelle i nach n Mustern x(1)...x(n)
o T e e - -

ist somit

h=Seitenldnge der Zelld

xi=Zentrum der Zelle i
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Fiir jede Zelle oder Hyperwiirfel in B ergibt sich somit
ein pi(x),deren Uberlagerung p(x) ist ,zu pi(x)= kiékﬁ.hm)
Anstelle der t?(x,xi),die nur O oder 1 werden kinnen,
lassen sich auch andere Funktionen (exp (—xz)ung-_r_)i_'_(_k‘égﬁnfZs)
verwenden.Wi;d_Q;QmZ@ll@ig;t wachsender Zahl der x kleiner
gemacht,so daB immer nur ein x in jeder Zelle ist,so setzt
sich p(x) schlieBlich aus vielen pi(x);fj“' . zusammen,

deren Zentrum ]@Wﬂi@ ein x ist.
Macht man h,und damlt die

Zellengroﬁe,sehr kiein,so
geht &?(x,xi) in eine
£ -Funktion {iber_.und

|
1
J
» MV EVAV] - 3¢ X

L 8 X X3 X Xy

p(x) erscheint sehr ver-

rauscht.Macht man h dagegen Approximation of a density function by the sum of normal kernels:
grofl,so ist die Ndherung L -éa) p(x); (b) (Nh)*l'p[(x — x)/hL

sehr ungenau.
Einen SchidtzungsprozeB fiir p(x) zeigt Abb.2.2 ,der Parameter

h,= h/An' wird horizontal variiert.

1=

2,3 K-Nearest Neighbor Approach "ot

Bisher wurde p(x) aus der Dichte

der Punkte um eln X..herum_khr

bestimmt. Dafur wird die Zahl der -6

Nachbarn(Zahl der x in Zelle i)

bestimmt.Man kann aber auch
die Zahl der Nachbarn konstant -
halten und die Zellengr&Be be- n =258

stimmen,in der sie liegen.

Letzteres wird in diesem

Algorithmus - durchgefiihrt.

Dazu wird fir jedes x(i)

eine Liste seiner k ni3chsten

Nachbarn aufgestellt.

Parzen-window cstimates of 2 normal density,

Der Abstand des weitesten Abb. 2.2

Nachbarn auf dieser Liste ist ein MaBf fiir die Dichte der



Muster x um x(i),also auch von p(x(i)).

Klassifikationsregel: T
Seien x%x(1)...x(n) schon klassifiziert.

Dann wird x(n+1) folgendermaBen eingeordnet:
Die k ndchsten Nachbarn werden ausgesucht.

Seien n1davon ausw ,,n, aus w,,so ist der Fehler am klein -
___sten,wenn fir x(n+1)

:1 rwenn 21422 (Mehrheitsvotum der
27 2> 1 Nachbarn )

Der Fehler dieser Entscheidung wird in +8.105 behandelt.
Nachteile:

Klassifizierung & (n+1)) sei{

a) Alle x miissen gespeichert sein
(Computerspeicherplatz!)

b) Der einfache Fehler wird klein,
nicht aber der gewichtete.

Mit der Einfiihrung einer Bewertung der Klassifikation
durch einen iiberwachenden Lehrer lassen sich "unnilitze"
X aussondern,die nicht gespeichert werden,und die Zahl
der x auf wenige Reprdsentanten beséhrénken,die dicht
an den Klassengrenzen lokalisiert sind und zur Klassen-
trennung ausreichen. (HART 1968)

2.4 Schdtzung von p(x) und Ermittlung der Klassenzahl

Angenommen,p(x) sei als Uberlagerung von Kernels
wie in b) beschrieben dargestellt.Dann 18t sich ein

Algorithmus . angeben,mit dem die Zahl der Klassen er-

mittelt werden kann.
Sei x1zuféllig gewdahlt.Dann ist
- L @) = Plx
Py (%) 2= P, %) dvn Ru0 = 0LX)
Suche X, mit pt(xz):vmix &f%xi,XT)}

L l

Suche x, mit  p, (X3)= n@X{Jz__ (\?(xi,x1)+if(xi,x2))}

w

Zﬂ‘?(xi'xj)}

1
no5:

Suche x mit pn_1(xn)= mgx% /
oz
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Die Entscheidung dariiber,welches X, 2zu wdhlen ist,hdngt
immer davon ab,wie nahe xibeim Maximum der iterierten

Wahrscheinlichkeitsdichtef)n(x) ist .

Trigt man nun Pi(x) als Funktion des n-ten Schrittes

autf ,s0 erhdlt manh eifi Diagranm anniicit Abbs
Die nach unten gerichteten “ﬁ‘éﬂh+ﬂ,m
Zacken (lokale Minima)von pn(x)
zeigt den Ubergang von einer
Klasse zur ndchsten an.Die

Zahl der KXlassen l&Bt sich aus

der Zahl der Minima ablesen:

'

0 30 60 90 20 50 #

In abb.2.4sind es 5 Klassen.

Abb. 2.4 ous [14]5-413
Fehler der Methode:

Bei einer quadratischen Abstandsfunktion als Kernel

. . 2
l?(x,xi):ﬂ1— (x—xi) " )
ist pn(Xn_i_,‘)-'l: ma{x Sl/\ "'%z (Xr—XJ) }

£l
374

= i<min { 4;1 ia (x: -xj)e}
e

L

ain . M o)

Diese Methode minimisiert bei einer ¢uadratischen Abstands-

funktion den quadratischen Mittelwert.
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Kapitel 3 Clustersuchalgorithmen

Cs -~
R —

In 2.4_ . wurde ein Verfahren vorgestellt,bei dem,nach

einer Schidtzung von p(x) mit Hilfe von Kernels,die An-

zahl der Klassen bestimmt wurde.

Im folgenden Abschnitt mdchte ich verschiedene Verfahren
besprechen,mit denen man ohne Schitzung von p(x} die
Klassenzahl und die Klassengrenzen bestimmen kann,wockel nur
der einfache Fehler der RKlassifizierung klein gemacht wird.
Alle Verfahren benutzen feste Parameter,die erst durch wieder-—-
holtes Experimentieren mit dem Jjeweiligen Datenmaterial
des speziellen Problems optimal gewdhlt werden k&nnen.
Um die Verfahren zu verdeutlichen,sind sie teilweise in

Form von FluBdiagrammen aufgefihrt.

3.1;_Maximaler Abstands—-Algorithmus
Angenommen,alle x ¢ Q) liegen vor und der Abstand D ist will-
kilhrlich gewahlt.
Ein zuf&dlliges X, wird als erstes Cluster-Zentrum gewdhilt.

Alle x,die einen Abstand kleiner als D zu Xy haben,gehdren
nun zum Cluster 1Tund werden aussortiert.

Fir den Rest wird fiir Cluster 2 wieder obiges Verfahren ange-
wendet und solange wiederholt,bis alle X eingeteilt sind.
Wenn nicht alle x vorliegen,ldBt sich das Verfahren auch
sequentiell anwenden:

Z1=Zentrum T:=x(1)

Fiir alle schon bestehenden Cluster
priifen:

Wennlxjn)—zi\<p (dann ist x aus Cluster i

Sonst: 7 := x(n)
m —

Wichtige Daten fiir dieses Verfahren sind die kleinste_g@d die

groBte A®weichung der x von Z; und die Varianz.
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3.2 . Magimin-Algorithmus

Alle x liegen vor,D sei willkiirlich gew&hlt.

Dann sei Z1:=x(1)

Es habe x(i) den gr&Bten Abstand zu x(1).Dann ist

ZZ:=x(i)

> Klassenzuordnung:

Alle x werden zu den ihnen am ndchsten
liegenden Zi zugeordnet.

Nun wird von allen Klassen (Cluster)dasjenige x(j)heraus-

gesucht,das den grdBten Abstand zu seinem Zentrum Zi hat.

Ist dieser Abstand fiir alle i,k gréBer alslzi—Zkl/D ?

Wenn ja,so ist Wenn nein,so ist
das Verfahren zu Ende.

Zneu=:x(j)

und es geht weiter bei

"Klassenzuordnung”

3.3?.K~Mean-Algorithmus
Bei diesem Verfahren wird die Straffunktion Jo = Z(x(i)—zﬁz
}

minimisiert.

Am Anfang werden k Clusterzentren gewdhlt,z.B. die ersten
x(1)...x(k).
—> Klassenzuordnung:
Alle x werden zu den ihnen am ndchsten
liegenden Zi zugeordnet.
Dann werden die Zi durch den Mittelwert aller Klassen-

mitglieder ersetzt:

na
4 2 N} = Zahl der Klassenmitglieder
y/ ' W.:X Xj

e - I, B el - TR e

Wenn sich ein Zi dabei wver- Wenn die Lage aller

dndert hat,so ist eine neue Zentren gleich ge-
Klasseneinteilung notwendig blieben ist,so ist

und es geht weiter bei der Algorithmus zu

"Klassenzuordnung" Ende.
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3.4 Isodata-Algorithmus
Dieses Verfahren ist. ein heuristischer Ansatz,der in der

Praxis an Computern entstanden ist.
Es ist relativ kompliziert und besteht aus 14 Grundschritten,
die ich nicht alle auffiihren méchte. (siehe [9]3.3.6 )
1. Sechs ProzeBparameter werden gewdhlt,darunter k undBN.
2. Eine Xlasseneinteilung aller x(wie in b)und c)) wird
durchgefiihrt.Es werden k Klaggsen angenommuen.
3. Alle Cluster mit weniger als eNMitgliedern werden
aufgeldst.und zu Punkt 2 iibergegangen.

Wenn keine auflésbaren Cluster mehr da sind,folgt

Punkt 4

4. Die Zentren Z, werden wie.in 3.3durch den Schwer-

punkt der x, der Klasse ersetzt.
5. Nun wird die mittlere Abweichung der %;von ihrem
Klassenzentrum Zi fiir jede Klasse bestimmt.

6. Diese Abweichungen werden iiber alle Klassen gemittelt.

In den folgenden Schritten werden die berechneten Abwei-
chungen dazu benutzt,Cluster zu spalten oder mehrere wieder
zu vereilnen.Anschlielend berechnet man alle Abweichungen
neu und geht wieder zu Punkt 2 iber.

Dies wird solange durchgefiihrt,bis bestimmte Parameter-

gieichungen erfiillt sind.

Um die Probleme der Clusteranalyse zu verdeutlichen,sind
in Abb. 3.4 verschiedene Clusterverteilungen gezeigt,die

alle die gleichen Varianzen haben.

Data sets having i ical d-ordi

Abb. | aus L3]
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Kapitel 4 Methoden der Parametervariation

4,1 Die Gradientenmethode

In Kap. 1.5 zeigte sich,daBfmah_ggﬂ;gewichtéteh Fehler R(g)
mit der Variation eines Parametervektors c mihimal machen
kann.Dazu betrachten wir allgemein das Problem,das Mini-
mum Jlsﬁeiner vorgegebenen Funktion.J(g)zu finden.
Dies 18st sich am Besten mit Hilfe folgender Iteration:
A Sei ein Wert S, gegeben.
Dann gibt der Gradient¥ J(¢)
VI {(c} in godie Richtung der
stdrksten Steigung und
—\7CJJ(96):=3 in die
Jic) stdrkste Gefdllerichtung.
Dieser Gefdlle-Vektor

zeigt daher auch in

- - b

Richtung des Minimums

v

clo)y c(1) c* rﬂ“ﬁﬁ;_von J(c)und ermdglicht

ein verbessertes 211)=96+g ,das dichter an c:liegt.

Der allgemeine Algorithmus . enthdlt noch einen Proportiona-

litdtsfaktor ¥ ,um je nach Funktion die Schrittweite zu
korrigieren:
c(n+1)=c(n)- E;V;J(g(n))

Wenn c ein Vektor ist,so ist ¥ im allgemeinen eine Matrix;
hiufig reicht es,die Einheitsmatrix mit dem skalaren
Faktor?¥® zu nehmen.Fir schnellere Konvergenz empfiehlt es
sich manchmal auch,eine Matrix mit nichtdiagconalen Termen#0
Zu verwenden.

Bei- sehr_ gtarken und lokal ausgeprédgten Minima bewirkt
def.GradienéaérSEé anstelle von kleinen Schritten.Bei

' . VI

bessere Ergebnisse liefern. |‘7J(CH2
[ s

solchen Funktionen werden stattdessen 1/YZJ(E) =

Fiir das Problem,das Minimum von R(c)zu finden,

ist aber der Erwartungswert J(g)=f F(x,c)dx als. Funktion
ek

explizit garnicht gegeben.Mit gegebenen x und ¢ 1l&Bt sich

nur F(x,c) als "verrauschte Form von J(c¢)" bilden.

Wie 13BRt sich nun trotzdem das Minimum finden?
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4.2 Der Robbins-Monro Algorithmus
Robbins und Monro(1951)gaben als erste eine Methode an,

wie man die Nullstelle einer"verrauschten"Funktion findet.

A ) : : : .
£(x, ,c(n) - (e) Sei x eine stochastische
___3;_;_5# s Variable,so ist f(x,c)

ebenso eine.

wWiirde man sehr viele x

abwarten,so knnte man

w
’f(XiéHn+”) den Erwartungswert . (c¢)

c(n+1) c(n) /; c 9_(0)‘=E(f (xs2) |

',// a angendhert bilden und
4 S
- . S so z2z.B., mit der Gradien-

tenmethode das Minimum
von j(c)z,also é%mit j(c*)=0 finden.
Die Methode der stochastischen Approximation von Robbins und
rMonro kommt aber ohne das lange Abwarten aus.
Mit dhnlichen Uberlegungen wie bei der Gradientenmethode

erhielten sie ein dem c*niheres c(n+t):

g(n+1)=g(n)-ﬁﬁf(x(n),c(n))

Filr die Xonvergenz dieses Algorithmus 188t sich(s{E}S.207)

u.a.zeigen,daB 1im P (c*=c(n)) = 1

n oo
der Abstand Id*—c(n)l in endlicher Zeit also sehr klein wird,

wenn folgende Voraussetzungen erfiillt sind:

£{x,c) .
*  beschrédnkt im betrachteten
J(c) Intervall .

E (£ (x,¢)- J(c))=0

]jﬂlﬂn =0
o
LY, >

S L

Dieses Verfahren 1l4BRt sich verallgemeinern zum Satz

von Dvoretzky.

i
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4.3 Der Satz von Dvoretzky

Sei Tn eine Transformationsabbildung und es gelte

_C_:(n+1)=Tn(g(1) c(2),v..,c(n)) + x(n)

Zufallsgvariable
Unter folgenden Voraussetzungen
T r )-c* -max X _, (148} Ir —c*""x}
D n'E1 &0 78 S ' n’ n =n =17’
mit £4""£n beliebig
-~
o0
lim &= O 2 Bn (@ Z’G. b,
hoP y mza ) w2y
o ' - ) ~
2) Y Ex?) <= -
L] —h
3) © E(x_/g(1),...,g(n))=0

Die Funktion ist gleichmdBig verrauscht,
unabhdngig vom Index n

gelten folgende Aussagen:

lim E((g(n)—gﬁ)%L o)

N>

und P( lim c¢(n)=c¥)=1
N-p@ '

Mit folgender Transformation ergibt sich der Algorith-
z o wa—
mus von Robbins und Monro: AL F Ty, pu 3= T, TWT .

T (e() e em) =g+ ¥ (§ ~4(cn)

und x(n)=: Kn( j(gn) -f (zn’,gﬁ) )
ist c(n+l)=gc(n)+ Eﬁ(:?—f(§n,gn))

Flir eine Nullstelle mit ;r=0 reduziert sich dies zu

g(n+1)=g(n}—8nf(§n,gn) (Robbins-Monro)
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Der stochastische Lernalgorithmus

Dag Problem beim stochastischen Lernen ist es,das mittlere
Risiko R{g) der Klassgifizierung 2u minimisieren.

Dies 148t sich mit der Gradientenmethode durchfithren,

wenn bei R(g)=-5; Ji(g) die Straffunktionen Ji(g)

bekannt sind. Beim stochastischen Lernen sind aber die
Straffunktionen Ji(g) nur als Erwartungswerte der stochasti-
schen Funktionen Fi(g,g) zu ermitteln.Trotzdem lassen sich
Verfahren angeben,wie sich mit iterativer Verinderung des
Parametervektors ¢ die stochastischen Funktionen,und da-
mit auch R(c), minimisieren lassen.

Da minimales Fi(g,g)_erreicht wird,wenn der Gradient

f(x,c) =V, Fi(§,g) null wird,so ist mit dem stocha:-
stischen Algorithmus von Reobbins und Monro zur Nullstellen-—
bestimmung einer stochastischen Funktion f(x,c) auch

eine Methode gefunden, Filé,g%,damit Ji(g) und damit auch
R{¢) zu minimisieren.

‘Die Konvergenzaussagen von Robbins und Monro gelten

damit auch fir den stochastischen Lernalgorithmus

g5 (n+1)= _C_i(n) - Xn'a—..l__.l;F' (?E-'S ) Formel
Qc,
L (4.4)
gj(n+1)= gj(n) mit j*i  und hij(x) <o
wobei fﬁr‘gn gelten muB hij(x)= Fi(§,gi)
-F. .
) j(}_{"c'j)
lim ¥, =0
Wb

-
1m1§m=¢

n-b oo

.
lim Z 5:' =M L&

Wy T
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Kapitel 5 Lineare Kla551f121erung

Bei den bisherigen Verfahren zur Trennung der Klassen

wurde i{iber die Form der Klassengrenzen nichts ausgesagt.

Bei den anschlieBend folgenden Verfahren werden die Hyper-—
fldchen der Klassengrenzen stilickweise oder ganz durch Hyper-
ebenen ersetzt.Im zweidimensionalen Fall sind dies einfache
Geraden.

Die Griinde flir diesen Ansatz mbchte ich zuerst etwas niher
erliutern. Stetige und differenzierbare Funktionen,wie sie

in der Praxis meist auftreten,lassen sich auch als unendliche

Reihe (z.B. Fourierreihe) entwickeln

£y e

14 l

und in der Ndherung n%~

n
M':zci Lfl(Y) ‘3(1) 54

Mit einer geschickten Feature-selection (s.Kap. 1.2 )lassen
sich die Ursprungsmuster y so transformieren,daB die resul-

tierenden 5=$(x) die lineare Gleichung erfiillen
f{x(y))=x.c

Wenn die Hyperfldche h(x)=0 eine Hyperebene ist,gilt

)T

mit §={x1,...,xn,1) und _q=(c1,...cn,cn+1
Xz
Die Klassifikationsvor-

h{x)>0 schrift lautet semit flir
Ao
x b3

We den 2-dim.Fall mit zwei

Klassen

£l
B (x) {‘>O yalso x € g
<0 ,also x € Qg

" =
—X1C1+X2C2+C3
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Wenn alle x schon vorliegen und nur noch die Lage der

giinstigsten Hyperfliche festzulegen ist,so 1&Bt sich dies mit

F1==§(1}'E %‘“

wit

- X :
. . , = X(w

[
[

fl
154
s

F:i=x(n).c

in das Problem iiberfiihren,ein m8glichst "glinstiges" [
durch Variieren von ¢ zu erreichen.Die verschiedenen
Verfahren zur linearen Klassentrennung unterscheiden sich
hauptséchlich in den Forderungen,die bei der Optimierung
von ¢ an ein "gilinstiges F"gestellt werden.

Meistens wird dabei der einfache Fehler minimiert.

5.1 Perzeptron Straffunktion

In diese Iteration greift(s.Kap.!.2a)eine Lehrerentscheidung
ein.

Bei der Iteration wird versucht,die Absti3nde der falsch
klassifizierten x von der jeweiligen Trennlinie so klein

wie m8glich zu machen.

&
F(E,_(_:_)=z-(-§.g_) wobei x€ £l,der Menge aller
o falsch klassifizierten x

5.2 Relaxationsprozeduren

Die Straffunktion F(x,c) in a) gibt bei kleinem ¢ zu kleine,
bei groBem X zu groBe Schritte zur c¢c-Korrektur.Mit den

nichtkorrigiertén Vektoren x=(x1,..,x ) und c=(c ...,cn)

1?
ist durch X.Co b=0 eine Hyperfldche definiert,

Relaxations verfahren versuchen,den Abstand der fehlkla331—

moglichst klein zu machen,indem als Straffunktion das mitt=

lere relative Abstandsquadrat gewdhlt wird:

1 x.c-b 2
F(x,c) =5 (.1—_}(_-1—_)

Xao¥
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Nachteile von a) und b):
Bei jedem Schritt der Prozeduren,die solandge
wiederholt werden,bis alle x fehlerfrei einge-
gliedert Wurden(il*;ﬁ),muﬁ ein Lehrer da sein,
der angibt,ob die Klassifikation richtig war.
Sind die Klassen aber nicht linear separierbar
(Q¢ﬂﬁb#¢),so konvergiert der Algorithmus nicht;
OFfist immer 4 .

Wenn der Parametervektor c ohne direkten Lehrer verbessert

wird,so ergibt sich aus b) die Methode von

5.3 Widrow-Hoff

Die Straffunktion ist hier

F(x,2) =ﬂ é-s-lo_jl?‘

und fir c gilt der stochastische Algorithmus
cn+1)=¢(n)-¥ X(Xg -b)  ,c(0) zufallig

Da die Anzahl N der Muster meist grORer ist als die Zahl M
der Dimensionen von x,s0 empfielt es sich,die NxpM Matrix X
wieder zu zerlegen und den IterationsprozeB sequentiell

durchzufiihren;um Computerspeicherplatz zu sparen:
g(n+1)=g(n)+X£(bn—g{n)z(n))g(n),g(o) zufdllig

iim ¥n =0
. N
Nachteil:

Der Algorithmus optimiert zwarll__)_(_-g_-buzbei

gegebenen b,aber es ist durchaus nicht gesagt,

daB das angenommene b eine gute Trennlinie ist.

Falls die Klassen linear separierbar sind,existieren
& und B*mit xc*= BF .Wwenn P¥bekannt wire,wiirde man mit
obiger Methodé leicht g*bestimmen kénnen.Das Problem
erweitert sich also darauf,auBer einem optimalen g*

auch ein optimales §*zu finden.
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5.4 Ho—Kashyap

Dieses Verfahren l8st das Problem,sowohl filir ¢ als auch

filr b optimale Werte zu finden ,indem nicht nur fiir das
¢,sondern auch flir b ein stochastischer Algorithmus

angesetzt wird.
Das Minimum der Straffunktion von c) ist gegeben,wenn

tar e V_F(x,c,b)= 2 X (X.c-b)2 O

und fir b V%F(E,E,Q)=-2(§E“9)é ©

Mif_ Robkbins und Monro lassen sich Algorithmen  angeben,

um die Nullstellen dieser "verrauschten"Funktionen zu

bestimmen.Wenn man mit

14

~ -1
c=X.b §=('t§) !

B
| b
H<

die beiden Algorithmen =zusammenfaBt, ergibt sich.

_12(1:}"'1 )=b{n) -Kn%,@bf' (x,c,b)- Iva (x,C r_]?_)l)

Die Differenz der Gradienten wurde eingefiihrt,um alle
positiven Komponenten der Q—Korrektuf zu eliminieren,
so daB b(n+1) in allen KoGmponenten positiv bleibt.
Mit Einfithrung des Fehlervektors €n=§g(n) -b (n}

und dem positiven Anteil

T 4
€. = i(en+|e o)
ist T
Q(n+1)=§(n)+26£€n : b{1)>0 zufdllig

Dieses Verfahren wird manchmal auch als LMSE (Least mean
sgquare error) Verfahren bezeichnet,da die Straffunktion,

die ja auch den Fehler ausdriickt,als Quadratisches Mittel
minimalisiert wird.

Es 1dBt sich zeigen(s.Eﬂ 5.3.3),daB bei separierbaren

Klassen nach endlich vielen Schritten €n=0 ist.

Da dies bei nichtseparierbaren Klassen nicht der Fall ist,
bildet dieses Verfahren gleichzeitig einen Test fiir Separier-
barkeit. 7

Die Matrix §’muB nur einmal berechnet werden;bei sequentiel-

len Prozessen kann dies auch rekursiv erfolgen(Bodewiyg 1956).
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5.5 Eine stochastische Approximation mit einfachem Fehler

Sei die Hyperfliche,mit der zwei Klassen voneinander getrennt

werden,mit _
H(x)= (/%) -P(@)/x)  gegeben.
Dann 1ist <0 2{_@«9‘2 a.."@ h*(x) e
n¥(x) —
>0 xe2, B imdimt

o

Die lineare Niherung von HYx):sei_
i N — ' T

hi(x)= zcixi =C.X

i=a

mit dem erwarteten Fehler

€2=E{(h (x) ~hi(x) ?}

- o _ 2
N —E{(g}g &) } F,(x,c):=(c.x- ®)?

Das Minimum des Fehlers ist mit dem stoch.Lérnalgorithmus

e+ =c (m)+¥_. X _~e(ii).x(n))x(n)

Trotz anderer Voraussetzungen ist dieser Algorithmus

dhnlich dem von Widrow-Hoff.
Fiir die Konvergenz&?—vo gelten die Vorraussetzungen von

Robbins-Monro;dazu mu8 E(xx) nichtsinguldr sein.

57_ 6_ Abstandsverfahren

Zu der Gruppe der Verfahren,die Parameter variieren,um
das Minimum einer Straffunktion zu finden,gehfren auch jene,
die Straffunktionen verwenden,in denen der Abstand des

Musters zu einem zu lernenden Klassenprototyp enthalten

ist:
F(x,c)=F (3p(x) =c) W) ist eine Funktion,die._
dem jeweiligen Prcblem
Ein Beispiel ist entsprechend gewdhlt wird.

-

= A —c)2
F(x,c)= 3((x)-c) ( Bravermann)
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Hierbei ist die Hyperfl3che zwischen den Klassen 1 und j
mit

(x, cj -85 )—F (Xrc; )-F.(x,c.)

1] —7 1 ] ]
gegeben. (c. -clf(x +|c.F-lcjf

Die Entscheidungsregel lautet dann

>0,30 X€EN:
h, . (x) -]
ij't=
<0,s0 xe &,

und die Iteration
gi(n+1)=ci(n)+ Zn($(§(n)-gi(n) )

<4 (n+1 )=9_j (n) ¥ j#i

V erwendet man die Straffunktion

F(x,c)_ —(E(x) c iil_ F (Dorofeyuk)

JF1
scperglbt dex Gradlent von F, (x c). die selbe Funktion

777777 M

und damit auch den selben Algorlthmus wie vorher.

Nur die Entscheidungsfunktion
= (gj-gi)ff(ﬁ)

hat sich durch die Summe der gj—Quadrate gedndert:

Sie ist kiirzer geworden.

Im einfachsten. Fall ist

Plx):= x

und damit

Fy(xe)= Z(x-¢;)

mit der Iteration

gy (1) =g, (n)+¥_(x(n)-g, (n))

g, (n+1)=c. (n) V iti
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Dabei ist Ei der Parametervektor der Klasse i,flir die

gilt :
Ty = in {Kt&,gn)}

5.7, Andere Verfahren

Pie vorgelegte Auswahl an Verfahren ist sicher nicht
vollstédndig.Beispielswelse wdren noch das Verfahren der

linearen Programmierung +)und;die Methode der Potential-

+)

. + . " ;
funktionen zu erwdhnen.Aus PlatZgriinden mdchte ich

aber nicht ndher darauf eingehen.

+)bie lineare Programmierung versucht,bei gegebenem Kostenvektor w
die lineare Straffunktion ¥ (w,d =w.c durch Verbesserung des g_mit
Hilfe des"Simplex- Algorithmus " so klein wie mdglich zu machen.
‘Dabeil miB eiger Nebenbedingung §.3)§ gentgt werden.

Diese relativ komplizierte Methode eignet sich besonders flir Prob-
leme,bei denen Nebenbedingungen beachtet werden miissen.Beispiels-
weise 1laRt sich das Mustererkennen des Perzeptrons so formulieren,
daB die Lehrerentscheidung (mifklassifizierte x)in die Matrix A
eingeht und damit eine Nebenbedingung bildet. h

++ )} Die Methode der Potentialfunktionen crdnet jedem auftretenden

% eine Ladung zu und betrachtet das Gesamtpotential und seinen Verlauf
als Uberlagerung aller Einzelpotentiale .

Dieser Ansatz dhnelt sehr den Uberlegungen der Parzen-Window Methode,
umso mehr,als daB an Stelle der physikalischen Potentialfunktionen
auch andere geignete Funktionen Verwendung finden kdnnen.Auch die
Probleme, geeignete ParameterlﬁgerFunktionen zu finden{s. Abb. 5 5 },
sind dabei die gleichen.
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‘Kapitel 6 Diskussion des Algorith.fnus

Plir die ausfiihrliche Diskussion und Simulation eines Lern-

vorgangs habe ich mir die Straffunktion
y 2
Filxe) = 1 (x-g

ausgewdhlt. Um dabei das kleinste Risiko R(¢) zu erreichen,
soll nach Kap. 1.5
Y '-

Ve Rea)= 2 r.-ﬁ(!.&.:)rht_g) dx = O
. . L K.
sein. Mit

Ve Titxid= fiexed
lautet die Bedingung

We

Y E(fixne) =0
Eine MOglichkeit dies zU erreichen, besteht darin, in Jjeder
Klasse durch Variation des c
- i
E (Fu (.’.fa_c.a‘)) =0
Ziel des Lernvorgangs werden zu lassen.

FHly dieses Ziel, die Nullstelle einexr stochastischen Funk-

tion f(x,c) zu finden, haben Robbins und Monro (s. Kap.4.2ff )

einen Algorithmus angegeben. Mit dem Gradient der Straf-
funktion ist

Cilnaq) = Gn) ~ ¥ (Citw—xXCm)
Cilned) = C:(nw) V3 wober F; (!:!-.)"M;;h S.ﬁ:(!:&)}
Fiir §,gilt dabei

Lim ¥, = 0 Y rye 2 E<®

nes0 ] = 1T

Um fiir die Simulation einen einfachen Algorithmus 2zu er-

reichen, nehme ich ¥, als Skalar an. Ein Beispiel dafiir
ist

= =
% = we

Welche Bedingungen gelten dabei fiir & und ‘3_?

Die Reihe hoid

A
n®
nsAa

s.[#1]

{ ist divergent fiir &1

und konvergent £fiir Q>4



Daher sind die Reihen

o
o - 7; f%.)’“p bei &5:4
und =

&Y Byl bei 2B

Also ist 34B4&A unds e R,

Welchen Wert sollten nun oL und B fiir "glinstigste Konver-
genz" haben?

Der Begriff "glinstigste Konvergenz" so0ll bedeuten, daf der
Abstand der fiir jede Klasse i iterierten gﬁn+1) zu den Lern-
zielen gfmit Hilfe der Kn so klein wie mdglich gemacht
wird. Sicherlich ist dies nicht fiir alle mbglichen Ei(n+1)
durch ein bestimmtes K% der Fall. Um dieses ndher zu unter-

suchen, muR vorher die Frage geklirt werden: Was ist gf* ?

Das Konvergenzziel des Algorithmus

Der Algorithmus von Robkbins und Monro garantiert die

Konvergenz von c(n+1} zu gﬁso das

w P (E(cta-c*)=0) =1

nox
Da
E (fexén =0
ist
§.n.0 pw dx = ((3 - Y P dx = O
2; o
und
. § xpw odx
&G = A = E (xfw)
S Pex) dx
L

Das Konvergenzziel der guadratischen Straffunktion ist also
der Erwartungswert der x in dér betreffendenﬁKlasse,.

Diese Grose ¢ sagt dabei abér nichfs fber das vorliegende
p(g/wi) aus.Die verschiedenen Vefteilungéﬁ von Abb.3-4

haben den gleichen Erwartungswert,also auch das gleiche'g*.
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Anders hingegen liegt der Fall, wennh wir eine andere

Straffunktion nehmen wirden, z.B.
e = (x-C)
Two=1- i e 5o

Das erste Glied ihrer Taylorentwicklung(Gn:=1) ist gerade

obige guadratische Straffunktion

2
F: 00 = %.(5-55)

s

Der Grenzwert von ¥;(x,¢) mit lim G_=0 ist eine § -Funktion:
nepw

e ORI A € e, F1-8Gew
Damit ist "

™
Ry (c)= g'}';(g_r,g pw dx = S(zl -—8(5-5:))9@ Ax
£ Lo

= Pcwn - pegp

Das Minimum von Ri(g) wird bei p(gi)=max, also bei dem

Maximum von p{x) erreicht. Bei den verschiedenen Vertei-

lungen von Abb. 3,4 liegt dies aber sehr unterschiedlich.

Das optimale Fn

Zuriick nun zur Frage nach dem optimalen Knbei Fi (§,9_)=4§(§—9_i) 2.
sei x(n)Q, - . L T '
Behauptung:

Wenn X := 1 gewdhlt wird,so ist fiir

beliebiges neéWN . der Erwartungswert Ei imner

E, (c; (n+1))= B, (x/w;) = ¥

Die Wahl von¢=4 und =4 bedeutet ,das bei obiger Voraus-
setzung (Xe Sli) flir beliebige n das erwartete gi(n+1) auch

gleichzeitig das Konvergenzziel darstellt.
~—
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Beweisa:
Beweis durch Induktion:

i)Induktionsanfang:
c; (=g, (o) + (§(4)-gi(o))= x(4)
E; (g, (1))= Ej_(§)=9_"’i
ii) Indukticnsdurchfiihrung:
n
Sei gi(n)=£i x(3j) .Dann ist

‘:

Ciome) = &0my + A - (X(Wh) ~ &)
w—b wird -

= c;m-(/\._i) 4+ X {wtd 4-4 . n
— wnai ——————— -
nta e .
> =
=AY x(p) v+ Xty A Zi‘}i}
I wia Wil ta
Also ist

.

a A e . W e L ¥
E(c; (n+1))= E (&, E;_ua) =4 Y Eixg) =22 Eug = ¢
3 asa

Die Wahl vonet=4 und §=4 bedeutet zwar flir den Erwartungs-
wert von gi(n) "glinstigste Konvergenz",nicht aber unbedingt
auch filir das statistisch abweichende gi(n).Dazu tritt noch

folgende Schwierigkeit auf:

Am Anfang der Iteration wird die Klassengrenze hij hdufig
derart verschoben,daB viele Muster Xx,fir diecnientschieden
wurde und die zZur Iteration von gibeigetragen haben,

sich nach der Verschiebung im Gebiet der Klasse Jj befindgn.
Dann aber sind nicht mehr alle Muster x,die in _g_i(n)= %Eg(k)
eingingen,aus der selben Klasse i;die Voraussetzung des cbhigen
Beweises ist nicht mehr erfiillt.Erst bei groBen n{n-v+)und

u}be)wird die Verschiebung der Grenzen so gering,daB wieder

¥
E(x)® E(x/Xef);}=c, gilt.
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Ein wirklich optimalestn fiir jedes stochastisch iterierte
gi(n) zu finden’ ;ist recht schwer. (s.ETﬂ 3.11 )

Da sich p(x/®wi) bei der Iteration laufend dndert,miiBte
sich.Khebenfalls als stochastische Variable mit einem
stochastischen Algorithmus ergeben,der wiederum einen Para-
meter enthielte,der 2zu optimieren wire.

Tn dieser Arbeit kommt es nur auf die Tatsache der Konvergenz

kéﬁ,nicht aber auf die Konvergenzgeschwindigkeit.

Deshalb mdchte ich auf umfangreiche und komplizierte iter-
ative Bestimmung der Xh verzichten(s. [10] 2.19)und fir
die folgenden Untersuchungen.gnf f& wahlen.Die Koeffi-
zienten & und % mdchte ich dabei so korrigieren,daB der

Algorithmus flir die in den weiteren Abschnitten gebrauchten

Wahrscheinlichkeitsverteilungen "befriedigend" konvergiert.

6.3 qptimaleKoeffizienten o und B> _

" Um die Koeffizientend und § auszuwidhlen, wurde der sto-
.chastische Algorithmus fiir verschiedene p(x) bei dim(x)=1,
dim(cﬂ=1 und zwei Klassen simuliert.Die Klassengrenze d(n)
ist im eindimensionalen Fall ein Skalar .Aus Jje 20 Tter-
cationen.’ . - wurde d(n) gemittelt und als Funktion von der
Nummer n desIterationsschritts aufgetragen.

Abb. 6.3 a zeigt Iterationen mit unterschiedlichen Schritt-

weiten der Iteration bei gleichem n.Sowohl zu groBe Schritt+

Wittelwert aus 20 Ittrationsfolgen

weiten bei kleinem &

und %o 100

{ =4 und groBen« (&X=1,p=5,
ﬁthNh,VﬂMVﬂH;N*ﬂN&HJ\ﬂ’&=°5 als auch zu kleine

ﬁ=°4 Schrittweiten bei groBanﬁ
;'/// Bg=1 und kleinem & ( ol =4,f=1)
. bringen schlechtes
b m e o e am e Jam e 8 Konvergenzverhalten.

-

B 0edaar

-
Abb. 6.3 a .

Es ist also glinstig,bel groBem® auch groBe "Ddmpfung" B

zZu verwenden.
_—




_q.z_

——

Wenn f£ir solche xT die dicht an der Klassengrenze d(n)
liegen, p(x+) % O ist, so tritt der besprochene Effekt

der falschen Einordung der x auf Grund der hiufig wechseln-
den Lage der Klassengrenze kaum auf und o =1,f=1 sind wieder

die optimalen Koeffizienten.Abb.6.3 b zeigt,daB aber auch

die Koefizienten th=8=20,6

Hittelwert 3us 28 Iteraticnsfolgen

- .
“ld=d= béd‘—’P" A und ¥o - 100

und o =B= 0,8 keine

schlechte Wahl sind.

Abb. 6.3 b

BErst wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte an den Klassen-

grenzen merklich >0 ist, zeigen sich Konvergenzverlaufs-

unterschiede. Im Fall von drei dicht beieinander liegen-

den Normalverteilungen p(x)= A*N(-z,1) +B+N{o,1) + .¢N(z,1)

mit z=1,5 zeigt 2bb.6.3 ¢ die Mittlungen aus je 20 Iterations-

verldufen. Der im Fall

:?:;??“mmwm“ einer Klasse am glinstig .~

| ;égﬁlkonvergierende Algo-

d=b=A  rithmus mit & =1,8=1

ist hier nicht mehr der

/

\¢=%=aé

optimale.

Fiir alle weiteren

Simulationen wird deshalb

Abb. 6.3 & ™ = 0,8 und B=0,8
gewdhlt.
[ S oA A DA ol W
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6.4 Startwerte und Konverdgensz

Umn die verschiedenen Probleme des Algorithmus klarer

darzustellen, werde ich in den folgenden)Abschnitten stets
den Fall von eindimensionalem x(dim x=1) und zweier Klassen
w, und w, behandeln.

Angenommen, p(x) sei eine Uberlagerung aus zwei Normalver-

teilungen mit & =1:

A"P(’Q
p (x) =-’3-_(N(z1,1)+N(z2,1))
mit 4. e DY
N(z1,1) =i§?1‘ e 2
2 —(’!'-'z-zjt
N{z,,1) =1~"ﬁ"e z
— o

Definition} Die Komponenten des Vektors der eindimensiona-

len Parameter fiir n=0 C(n) = (c,(n), Cz(n))\n=o
heiBen Startwerte der Iteration.

Definition: Die Erwartungswerte QT}"°'Zm von Einzelvertei-
lungen, deren Uberlagerung p(x) darstellt,

heiBen Zentren von p(x).

Im vorliegenden Fall von zweil Normalverteilungen sind
Zir Z, die Erwartungswerte von N(z1,1) und N(zz,1).

Die Grenze d(n) zZwischen den beiden Klassen ist

it .
T @ (A8 -Fdg =0
%Cd "C.qf' -'i(d"coa)" =0
oder d (2Cy ~2¢C,) = c:' ~ct

Cawcl
d = —-?'—.Ti‘!. - (cz"'C*l ]( Cl-CQ)
2 (C3-¢y) 7 (Ce-C,)

dmy = 4 (C4(“7+C:.CWJ)

gegeben.




alles B

Die Startwerte c1(0) und c., {0} bestimmen die Klassen-

2
grenze d(0), von deren Lage die Xorrektur von c1(0) und

c2(O) bei der ersten Iteration sehr stark abhingt:
Angenommen, cq(O) und 02(0) liegen sehr unterschiedlich
von den Zentren entfernt.

O
poo

i M [} 1
 § ¥ < T
Dann ist mit p(x/oaz)'xo auch P(wz)ﬂs 0, so daB immer

cz(n+1) = c2(0) sein wird. c1(n+1) konvergiert dann zu
E(p(x/r..).I 1Y) E(p(x)) mit P (u,i) 2 1. Zweifellos ist damit
aber das Ziel der Mustererkennung, die Trennung der beiden

‘Cluster -um z, und z,, nicht erreicht.

_ 1 2t
Der gleiche Fall tritt auf, wenn c1(0) und 02(0) zwar gleich
weit von E(p(x)) entfernt sind, aber der Gesamtabstand zu

- groB ist.

- z )
Catd) LW d(n)—...__, dea) Cjl9)

Schon die erste Iteration bewirkt eine derartige Verschie-

P&

X

bung von d(0), daB wieder obiger Fall eintritt.

Fiir das Systemverhalten bei den Startwerten ci(o) und
cz(o) sind also zwei Gr&Ben wichtig:

Die L.age der Klassengrenze d{o} relativ zu E(p(x)) (Symme-
trie der Startwerte) und der absolute Abstand der Start-
werte von E(p(x)}.
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Kapitel 7 Bifurkation des Algorithmus

Tm vorigen Abschnitt wurde das Konvergenzverhalten des

Algorithmus in- Abhéngigkeit von den Startwerten c, (0),c,(0O)
untersucht.

Im folgenden Abschnitt m8chte ich der Frage nachgehen:

Kann sich das Konvergenzverhalten sprunghaft wverdndern,
wenn sich ein Parameter von p(x) (Kowntrollparameter)
kontinuierlich &ndert?

Dieses Verhalten 1ldBt sich beil folgendem einfachen Beispiel

becbachten:
_ Sei fiir ein System
4\ dm).-.eh) Y
dhai1) o d(n+1):=d(n)+£(d(n)) :=g(d(n))
oo eine Abbildungsvorschrift.
Abb. 7.0 a §aca dar Im kontinuierlichen Fall
7de ist die AEnderung von df{n)
% .
d ; D> d®) = -F(dc-t)) i= —da)-(dzu)-“ﬂ)
O. d'_(‘] dew
Sei m = constant.
Der Fixpunkt a¥des Systems
4% fiir t~o igt mit der Fix-
punktbedingung
Die Grafik zeigt die Abbildung )
d{n+1}=qQ(d{(n}) . .
fiir die Schritge n=1,2,3,... dn =0
bei einem System mit einem labilen
~d*.(d*% =w) = O

(8"=0) und zwei stabilen Fixpunkten.
Geometrisch bedeutet die Fixpunkt-
bedingung,daf die Funktion _g(d{n))
einen Schnittpunkt mit der Geraden unterscheiden:
d(n+l)=d{n) hat.

Dabei sind drei Falle zu

1}y m40O
Da d*'l

-

_70ist die Fixpunktbedingung nur filr d(t) =0 erfiillt.
Da der Zuwachs fiir d(t) dabeli abnimmt

dwj= m <o

) % . d%=0 L
ist - d¥= 0 auch ein stabiler Fixpunkt.
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2) mP0
Die Fixpunktbedingung ist erfiillt, wenn sowohl d%’ =0 als

auch d*z-hn =0.Also existieren drei Ldsunhgen:

d* = o d¥ = +Twm  d¥ = ~{w

“

Da . a2
d@) = m-24d0@

ist Bm‘d( 70 und damit 3¥=0 ein labiler Fixpunkt
=0 A—

und dw) Lo = a*=4s¥wstabile Fixpunkte.
b © = stabile
3) m=0

Aus Stetigkeitsgriinden ist d*=0 der einzige stabile Fixpunkt.

& = |
A '~$;g;4 Fiir das Verhalten des
d¥z¢Tw Systems ergibt sich
damit (siehe nebenstehende

Abbildung) :

-l

stabil . o
L W)

bbb, 7.0 b
Bel mg O ist d¥=0 einziger stabiler Fixpunkt einer Abbildung,
die bel beliebigen d &€ TR den Abstand \d—d*l verkleinert.
Bei m » O ist diese LYsung nicht mehr stabil, es ergeben
gsich zwei weitere zusidtzliche, stabile L8sungen
Das "Verzweigen" der L&sungsmenge der Fixpunktgleichung beim
Nullpunkt m=0 wird als Bifurkaticon bezeichnet.
Es stellt sich nun die Frage, ob man dhnliches Verhalten

auch bei der Abbildung des stochastischen Algorithmus

beobachten kann.

Die Abbildung der Klassengrenze ist
dtnany = 4-1' ( Colnea  dew) + L wn 4‘--'0)) = X(du)
Die Fixpunkte der Parameter sind
¥ = (x [ ¥
C, E a) d*= %;(C;*i”cfj
C; = E (x] )




-~

Daher ist v
b X€L2, % Xx<d

kenz§ x yd¥

Im endlichen Fall nde gilt filir den Erwartungswert der

d" = 4 (Etron+ E(xmz)) V7

Klassengrenze
denviy = %_( B (x/x<do) + BE(x xSdom) = X(dw)

Die Fixpunktbedingung lautet hier

deniny = daw d,,:= dew

Um eine allgemeine Aussage dariiber zu machen, wann die
Fixpunktbedingung erfiillt sein kann, muB ich 3E(d4)

niher untersuchen.
Fiir die Funktion X {C(dw gilt:

i / Bel einer symmetrischen
- Verteilungsfunktion mit
Xidy) - i
p(x)=p(-x) ist
1 lin Xy~ v =0 O
- e 2. s.E_"L_ nN-o® 2
, Die Gerade di{n+1)=d{n) /2
4 ist Asymptote,
——
2) X =
Bewets: o

1) Es ist lim jK(dn)=

dw :
4 {L-.... Sreemde ,E“?W"*

d. b 2 |aa~ o, art e
» { pun dx f pua dx
& - dw
Y dw
pa lim § peadx = 4 und lim (kpugo\’c-'-'- O (da p(x)=p(-x))
dudr - LS e
ist -
(K% L s SR EEE
o 2= ,‘i::li d-‘( ) --r;_:= 4-i lim lim (-b_J-‘SXp(X)dX - du
x)dx - "R o z
Qv
= lim {lim 4 dp-Pldp) b dw o du _du = O
2

M-ow |d-oe 2 2 2

p(a)
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2) Da p(x)=p(-x) ist B(x/x¢0)=-E(x/x%0).

Also ist auch %QF 2 (E(x/x(O +E(x/x70))— 0

Aus den Feststellungen 1) und 2) folgt fiir den Verlauf

von 7(($d,da8 3adi)durch den Nullpunkt geht und 51ch asymp-
totisch an 4 /2 anndhert.

Fir d =0 ist auch 7«‘0— 0 und damit Fixpunkt der Abbildung.
Weltere Fixpunkte existieren nur dann, wenn 7‘(*4 die
Fixpunktbedingung 7(d-.)=dn erfiillt, also zwischen dem Null-

punkt und dem Anndhern an die Gerade mit d =dn/2 vorher

n+1

die Gerade d dn schneidet.

n+1
Dies ist zweifelsohne dann der Fall,wenn 'X(d") in dn=0
eine grdBere Steigung hat als die Fixpunkt=Gerade dn+1=dn'

Damit existieren mindestens drei Fixpunkte,wenn

2, Xtq >4

gilt.Fiir eine Verteilung mit p(x)=p(-x) bedeutet dies

D Ntad-
& Xtd)= 2.p(0) .E(x/x20) P 1 Formel (7.0)

Beweisg:
——— « An
Es ist 'X(a.): {l_[df"t"‘“‘* gx pud dx l
2| s +
A.S e dx - fem dx

» dw '
und damit 9 7’(4.)— {_‘z_. ‘a S‘y‘m{)du Q Jxvmo‘k
- R T —
Udu  poo dx Qdujgwdv
Mit der Formel (g)‘= a'b-ab’
b b2
ist o0 a0
d . cdh)‘ IPCJO'*X"' Sx?cx)A:(e?(du)
) ;3z S el dir
g";” (dﬁ) 7. (d“S Pﬁf\) dx)z

+..- dns ?(d“\ 'dg- £o0 &x -h SXP&)G‘X’* ?Cc!m}

( fomse)

-
Y



0
Mit (pcx) dx = g?""‘) = ";“_
-
—e -® X -
und (kpc.\r)da— ,_.-g—xp(-x)dx = SY?HJ 0“[
4] 2 0
ist - » 7 -
ol 0+P(°)'£*P‘-‘9°\' 4+ P S‘{p(ﬂo\\ﬁ = Q,P(D) gwpu)elx
!b.\“ Aly TTAe .
-0 Y =2
{ oo dx
L]
Al 2 NE = 2.p(0).E(x/x90)  qeeidhe

Da auch E(yxl/x<0)=E (x/x30) gilé%so ist ebenfalls
? &'&m = p(0) .E(1x1) XER
Ddw

) o ‘f.:-x [

+

glm po0 dx = glﬂ Py dy
- o

In den folgenden Abschnitten mdchte ich verschiedene
Verteilungen p(x) darauf untersuchen,ocb die obige
Ungleichung bei ihnen erfiillt sein kann.

Wenn diese Ungleichung erfiillt ist,bedeutet dies ,dasB
mindestens drei Fixpunkte der erwdhnten Abbildung exis-
tieren miissen.Andererseits dagegen ist eine Nichterfiillung
der Ungleichung keineswegs der Beweis daflir,daB eine
Bifurkation nicht_existieren kann.Es hdngt bei jedem p(x)
von der Form wvon 'X(d-) ab,ob die Ungleichung das einzigei

Bifurkationskriterium darstellt oder nicht.
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7.1 Untersuchung auf Bifurkatioc

7.1.1einfache Normalverteilung

2 pwa
| Sei p(x)= N(o,6)
=4 . e-%“&'
. 2rG
Dann 1ist
p(°)=‘i—;.1'?_3'
— =
x
und bt
-X* Svist.: 4= X
E(X/X)O) :f:_t—é' . fx.e--ﬁ dx = z TEEJ-O _3‘;
°Ta, 2 AN g 28 -y -e “dy &
2”
=40 4% < 26
Txg 2 o FT A
Also gilt fir die Ungleichung

2.p(o) .E(x/xy0)= 4 .2 2. 2 (4

Abb, 7.1.1

Tawg Yarg ™

{

Abb.7.1.1 zeigt die Funktion X o)
im Bereich der Normalverteilung.
Die Nichterfiillung der Bedingungs-—
gleichung bedeutet hier also

auch, daB keine Bifurkation

existiert.
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.2
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Doppelte Normalverteilung

Sei p(x)=§_(N(-—z,G)+N(z,6))

_1 4 ( - (x-2)* R -(xn)‘)
s perd z Tame \ €& 2¢ e 20
1 Dann ist
) 2
: i_.e=
; p(o)=Tgze
0 +«Z :(
und fiir den Erwartungswert gilt mit Anhang A ,A=fh ,B=0
E(x/xy0)= (0652 - 002 -2 W(Y) yi= L
Afg Tg‘
= Qw2 r2yiy-2) $t-0=4-Gw
mit den Funktionen (X = YLx}
4 -7
¢C a)r = T_-'-_;_—'.r.,-g;e dt (GauBsches Fehlerintegral)
2,
und p (a) =-'—'l% e Q5

Also gilt

2. ;&
m(z) :=2p(0) . B (x/x20)= ==y . 30 - (2-bex)z + Y1) -2)

und fiir =z=0
. -'-l_ Y 2"{;‘ = _Z_
m(o) = XA bl o

Dieses Ergebnis war zu erwarten: Wenn beide Verteilungen
"{ibereinander geschoben" werden,so ergibt sich eine ein-
fache Normalverteilung und damit auch . > 3'X(d.) einer

"

einfachen Normalverteilung.



Behauptung: Auch bei zwei iiberlagerten Normalverteilungen
als p(x) ist die Ungleichung 7.0 niemals

erfillt.
Beweils:

Sei m(z) wie oben gegeben.

Da q::oe[oﬂ] ist 2 22000 VxeR oo = & Y
m{z)=: %'\P('j)-(z-(ﬁ—d)-l'ﬂ('ﬂ)) m(z}

Die Funktion
e (2) = %"Pt‘j)-z + %l_f"}'z(‘!) 1= Tq +T

besteht aus zwel Termen,Der erste Term nimmt

. , . 2
zwar mit z linear zu,aber mit exp(-z~) noch
stirker ab,also insgesamt monoton ab,ebenso
wie der zweite Term.

Also gilt

~ ~ +
m(Z)gm(z)ém(o)=%<1 YzelR

Dies 14Bt sich genauso auch fiir beliebiges &

zeigen.
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2.1.3 Einfache Exponentialverteilung

Sei -
A ®
p(x)— 2% e
also
_ A
p{o) 2K

b4
Dann ist P
oo - x‘ - g
A % - A ‘ %
¢ A!‘I.
Parkiale ‘umr-

x

-

[
-
e % dx = —k-e,‘*‘ =K
o

—
=1

o

Efit die Ungleichung 7.0 lautet

2p (o) .E(x/x30)= - K=

, nicht- aber grifer eins

Also ist auch hier diese Bifurkationsvoraussetzung nicht ge-

geben.
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7.1.4 Doppelte Exponentialverteilung

ILPam
Es sgei
- IX4L

| ! p{x)= ( l +e_\_*'l)
| .

! | so ist

I 1

1 ‘ b plo)= -—-'& ¥—
-z o +Z *

Um den Erwartungswert von x auszurechnen,muB ich das
Integral sQ'aqiteiTé@i§§§~die Argumente der exp-Funktionen
im Integrationsgebie£-positiv bleiben und damit die Betrags-

striche wegfallen:

] et fechta fectsta]

E(x/xy0)= &K °

I
£

% r 3 Ge42)

- ~( x- ~ 42,
[k.&‘l' f’t_“.'l) o (X‘ e( ‘:) * gx- e w c"‘]
] r A k1]
A i Vo Y \,"Y’__) \ﬂ““ﬁ’~_/

T + T2 + T3

Mit der. Be21ehung B

fu,m x) -2 u= e - [A«mzfx-«)]l

Aa
lauten dann die Elnzelterme-
T ¥2 4= dy=dwic ©
= ¥-& % o 3 3 ‘ l
dx - \J’ (Z‘K + Kztj) e d3 = £ (ZtK + K’Lﬂ""‘l))
—sz S-cr _Uk
- (Zbk -k } - e [ (z"kgK (’yk'*4)) = K’l (ij-/\ +€ )
- - X -t -
. Y= *.% ris-.—.-.-dx N
-~ X-3 ® . ) 3 .
T2 = f’f e “® &x = g (~ k= +L<2t_;)e, Ay = e:'{-(—-z,uq.k*(j-,;))

o )

m-[2w =Tl =]kt 4+ )
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- ==x2 gy -dx =%
! —x42 A d b 3 % g(z-k +kty)g dy
e x-.e- % ¥ =
3 = ) RN
-

1]

- 2
E’:‘(Z-k*-k‘('j—ﬂ)\ =-K"-eyk("/k*‘-‘1fk"“)) = K€

"'zlk

~HYy

Also lautet die Ungleichung

-2
X““)—ZP(O) E(x/x70)= 2'I 2 e A(p14m2473)

Ddn WK
dnz0 ~Zfic
4@& 2z ~Tiy 2 2
= f =44 € + K (att) A+ ke e
Sl - (e ) 2t
- 24 -~
{c. e+ &) =ie 4+ le-y
Behauptung: Die Funktion
nige= 40+ ¥y) -,%‘:X g0
Beweis: kann nie grdBer Eins werden. . q
9 - -
Da € 7Y Vy>0 ist auch &-¢ 7Y¥¢&
Damit ist
- ~/ 4
(¥4 a) W > nw = i(e “+ey)
Die Funktion HYZ) fal1llt mit exp (-2 _ ) monoton
bei steigendem ,so daB gilt:
m(y){ RN To)=1 Wy eR"
Die Bifurkationsbedingung (7.0 ) ist bei dieser Verteilung

ebenfalls nicht erfiillt.
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7.2 Eine Verteilung mit Bifurkation

In den vorhergehenden Abschnitten wurden vier verschiedenen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen darauf untersucht,ob die

Bifurkationsbedingung

] ?(dn]‘z 2 plo) E(x/xy0) » 1
"0d., ,
bei ihnen erfiillt ist.Bei allen vier konnte nachgewiesen

werden,daB dies nicht der Fall ist.

Im folgenden Abschnitt wird - eine Verteilung angegeben,
fiir die obénstehende Bifurkationsbedingung erfiillt
sein kann.
Die Bifurkationsbedingung wird sicher dann erfiillt sein,
wenn sowohl p(o) als auch p(x) bei grofien x,und damit der
Erwartungswert von x,besonders groB Se}n'werden.
Dies ist z.B. bei folgender Verteilungider Fall.

A 3 P A

,a)

i 4]

m— b
| . "

ol o ¢ 2 .

'V{ﬂﬁé_ffik*if% Zfﬁ * \;+% X

und der folgenden
b) ?CK)

M —IirL

i
o X

Die Verteilung a) 1l&Bt sich leicht durchrechnen:

p(ol= B (D:Le Normlerungsbedlngung ist dabel 22+B= 1) §l""'4 ol's
2% ) 24

¢ x 1x0) - 2 r_ Sx Ddx + gx Aalx] I’_xtl [ +xl|':’]
z% ek
= Btz ws W] = B 4UD2z gy +zo
2 -plo) -E{xIxD0) = 1‘57-(%..2) W3z
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Rk S—

Wenn wir nun z.B. B=1/2 annehmen,so ist

= 1 4
2 -pear - Elx1x0) = 2(%(5-2) +12) = 3(2+3)
und dieses groBer eins,wenn
2 \ A5
—i(?""i“ﬁ) 71 % Z 74

Die Bifurkationsbedingung ist also fiir alle =z 74,#8 erfiillt!
Daraus 1l&Bt sich schlieBen,daB mindestens drei Fixpunkte
existieren miissen;wieviele es genau sind,ist aus der Bifurka-
tionsungleichung nicht zu ersehen und miifte gesondert

untersucht werden.

Wenn die in a) beschriebene Verteilung vorliegt, so verhilt
gich die stochastische Approximation als Abbildung so .
dhnlich wie die Abbildung mit der Differenzialgleichung

Uw = ~d@- (d-w)

Bei einer kontinuiterlichen Znderung des Parameters m (bei
der stochastischen Iteration der Parameter m(z,®)= %"“'X(O) }
dndert sich pldtzlich das Ziel (Fixpunkt) der Abbildung;
wenn ein bestimmter Wert ﬁberschritten-wird;anstelle eines
stabilen Fixpunkts tritt ein labiler,und,symmetrisch mit
gleichem Abstand,zwei zusdtzliche stabile Fixpunkte.
Dieses Verhalten des stochastischen Algorithmus soll in
den folgenden Abschnitten rechnerisch und mit Computer-
simulation niher untersucht werden.

Um den Verhdltnissen der Praxis nidher zu kommen,wird an
der Stelle der in a) beschriebenen Verteilung eine
Verteilung benutzt,die durch liberlagerung von drei

Normalverteilungen zustande kommt,.
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7.2 TBifurkationsbedingung bei drei Normalverteilungen

Es sei p(x)= A.N(-z,g)+B.N(0,8)+A.N(z,&) -
A ‘

A B A ’ _

: | Dann ist die Verteilung

‘ | symmetrisch und es gilt

i | o P (x)=p(~x)

; i >
-7 o +Z

Die Konstanten A und B hdngen durch die Normierungsbedingung

. musammern: B

| : !
Sh,w(az'é) FRNYL AN dx =4 X A+B+AZA.
- _ ; A'—' 4_'.&
Der Bifurkationsparameter m(z,%) ist ~mit =
v
p(0)= =—= (;IAe,"'é +?i>) =gA.wy(g)+ D 3=
Tanrd Y% =P
und mit Anhang A c\)(-x)=’\-¢9‘)
EGi/00)= —AA (92 -2 G- V9K 57 0

= +2 A (202 + 2% <2)+B}9
also '
m(z,&) =2 pl{o)*E(x/x»0}

( A YD «ﬂ,) (3.A{2¢I£ﬁ)=7.+2’ly(5)-2)+3"ﬂo))

mit den Funktionen

4 2.
A g *’2- dt
(b(ﬁ = ), GauBsche Fehlerfunktion
und
Ie v
Y =T

Als Polynom von B lautet m(z,6)

: m(z,4)= 1(@ B Z ) b4 >@ B 269 z+21y(5)—z)+‘3"l(w)>

= q (B (-r" "‘v“) A“‘PUJT)(B ("I"") ~ 264 2-1%(y) +?-) )
+ (244) 2 $2yy) -2)

=2 (3 an +a)(Y.aq 4ax)
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m(:B ) = Q ( Ly dady + B (ady+ a205) + qaaw)

= Bz’;__ud +B‘U1 '!'U_g

mit den Konstanten

Ur= 2(%& - e YO)HE ~2009-2-2%t9 )

2 2(3s- 4.
Ug = 2 (m Y Lx))( 2 () 2yly) _,,) ..(% 'y(g)).z.(fg_?_gb@-z-twkj)-tz)
U3 = é'\(pﬂ) (2.4?0.1)2 + LYLy) "‘2.)

Dieses Polynom 2-ten Grades ist in Abb. 7,2 a dargestellt.

m

I (8) Man erkennt,daB die

o Bifurkationsbedingung

e Y= ] : =2
m(B) > 1 bei festem y=gq

1.4

nur flir bestimmte B
erfiillt ist.
Wenn v unterhalb eines

bestimmten Wertes liegt,
existiert kein B, das der
Ungleichung m(B8) » 1
geniligt.

2bb. 7.2 a
Das gr&Bte m(B) ,der Scheitelpunkt der Parabel,ist mit

D M) _ U !
R = 2%-Uq 4V =0
gegeben. Filr y%» 3 ist das B+,fﬁr dasxnﬂﬁ maximal wird,

im limes mit

lin 5" = Gm 2Ys _-(245(242)) Liw Y9 20
yoe oo 20 (2t (fB-z) W
Liwa CDQ!) = A

3-—&«’

it
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Fir "weit" (y 7?7 3) auseinander liegende Zentren -z,z ist

die Bifurkationsbedingung somit (wenn iiberhaupt) bei
B= 1/2 erfiillt.

Dies bedeutet aber nicht,daf fiir B=1/2 die stdrkste
Bifurkation existiert; wie wir spiter sehen werden,ist

dieg bei dem gré&Bten B der Fall,bei dem noch m(B)_) 1 ist.

Die Funktion m(Y) 1&Bt sich flir groBe y auch vereinfachen:

iy & m et B (g (1E 2w 4B () 0

22N 22 &
_ %k; g%,VBg%@ -3 ﬁﬁa,“- 8 =l
= Uw g oo

542' Ya+b
Bel groBen y ist m(y) also linear in v.

o B= In Abb. 7.2 b ist m(y)
r'?h(Ti : F fiir verschiedenen B auf-
oo .3 getragen.
= Man sieht,wie fiir B =0 ,

den Fall zweier Normal-

verteilungen, die asymp-

totische Gerade mit der
x—-Achse zusammenfdllt

und damit nie m{ y.)> 1

werden kann.

Ebenso ist bei B=1,

dem Fall nur einer

Abb. 7.2 b . Normalverteilung N{o,#) .,

m(y) ein konstanter Wert < 1
Fiir alle anderen Werte von B gibt es ein yT fiir das
+
myT) 714 VYyoryt

gilt,also auch eine Bifurkation vorhanden ist.
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Mit der folgenden Abbildung scll der Verlauf der
tx {d{n)) n8her erliutert werden.

2bbildung d(n+1)

B0 . |
“eg -1 '*E'e' -$ - ¥ ] & 12 e
i L ] i
i 2 ' ' !
t - . ;!
R
1 i i t l
' i B
1 i ' H | .
o ! f iy
L . i
L 5 - T :
[ i ¥ Pl,x) i
¥ | L] 3 i
| ! | Y i
i 1 4
|
A: i k] Ll 1] : 0
-7 L] 2z
Abb. 7.2c

Bei konstanter Lage der
Zentren (z=19) ist der
Verliauf von X(d(n)) fir

die Parameter B=0,.5,.9
gezeigt.

Wegen p(x)=p(-x) ist

die Kurvenform symmetrisch.

Wie mit der darunter
gezeichneten Verteilung

p(x) erkennbar ist,dndern
sich die Erwartungswerte
dér Klassen besonders,wenn
die Klassengrenze d(n)

‘in die Intervalle
(—2—2,-2+2) ,(-2,2},(z-2,2+2)
f4llt,da dort jeweils mehr
als 95% der normierten

Normalverteilungen liegen,

In den Bereichen dazwischen ist d(n) fast konstant,da sich

die Erwartungswerte mit p(x)}% O fast nicht &ndern.

Abb.

7.2d

Den Ubergang von einem Fix-
punkt zu zwel stabilen und
einem labilen zeigt Abb.7.2d
Mit z=5 (vgl.Abb.7.2a )
ist nur fiir B=,5,nicht

aber fiir B =Ound B=.9

eine Bifurkation vorhanden.
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7.2.2 Lage der Fixpunkte

Da p(x) symmetrisch um den Nullpunkt (p(x)=p(-x)) ist,
geniigt es, von den bei der Bifurkation vorhandenen beiden
stabilen Fixpunkten ,die deshalb ebenfalls symmetrisch sind,
nur einen zu betrachten.

Als Parameter m der Bifurkation widhle ich mir das

Bifurkationskriterium

oo

m := 2p(o) .E({x/x>0) = ii-t?lo)o SXP(X)dX
(]

Wie groB ist nun d* =q¥ (m) 72

Der:Erwartungswert der Klassengrenze ist

d(n+1}- @Hx/x(d)+E(x/x7d0

also _ ) J‘xpmg\x . d“‘(—x p X dlx
d{n+t1)= T | &
( ) 1 g ;)uo Ax rp(xs dx
— P
p W- _fxpu)e\k + gypcx)ckx xp:,x}d\x - g peo dx
= - + lia L;_
f""“f** "“Sﬂ?wdx jpu«)cbe -i-rpwdx
Mit o v v
A nd
f"“‘ - fe =4 {xpoodn = m_
- o b ! \-\f‘ﬂ)
und
o o«
- M
”Sx@m dx g *pydx = T
ist ¢ - ot
™M
T(n+1)= 41 7 Gew & Sx‘}cx-)ckx 4 _.gxee.x)abr +‘*P‘-°)
4 = ueua
Da die Normalverteilungen sich nicht iiberlappen sollen(z > 4}
lassen sich folgende iﬂﬁhg$uﬂgéﬁ%sgj vornehmen:
S @
e D a
PV dx ¥ e = 3 ( Fﬂﬁnd Gher
o lz:\'r@ ° Zue hatbe

N ormaticieiiong )
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B dn
[+]
U,
e dew
Damit ist
-—_ 4 | = . o
dnt1) = 2 | Togwm Y PC | T — RO ‘*’]
3 (14D) (A~

Il

pld = (" + A
U oo A4D B4

me o (45 + P0G

H

m(z,é,B) . a(B,&) + b(B,{)

Wenn d(n) also in den Bereich zwischen die Zentren fillt,
in dem p(x)®& O ,so ist d{(n+1) nicht mehr von d{(n) ab-

hingig,sondern ein von n unabhdngiger Wert,so daB gilt:

d(n+1)=d(n)=d¥ = m.a + b

d*als Fixpunkt der Tteraticn ist dabei linear in m.

Wie ist dabei die Abhidngigkeit des Fixpunkts vom Zentren-—
abstand z 7

d*— 2plo). E(x/x)o) . a + b

= E(x/%X»0) . 2. (7-?3 ?J + po- vy e (

A=Y -4

und mit Anhang 3z
4 = 1= . (M) — -
Edx | x>0) —EB--('Z.q)CEDZ + 2 YY) z)+3
Af2
@-3) (2) + peario 2 b o4
' 3°%
P
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Damit ist

K= 23 (pm-é - (1-B-2z _pcc)-é)
(B+1(z-4) z

Ko oz oD

344

d*ist also auch linear in z !

Daraus 1Bt sich nun das B mit der grdften Bifurkation,
also gr&ftem d*, ablesen. Die Funktion f(B)=é%q

ist in Abb, 7.2 a - dargestellt.Da sie monoton steigend

ist,tritt also die Bifurkation mit gr&fitem d bei dem B+

auf,das groBer 1/2 ist und fir das m(35=1 gilt.
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7.3 Computersimulation der Bifurkation

Es wurde das Konvergenzverhalten dreier verschiedener

Algorithmen auf Bifurkationserscheinungen untersucht:

1):Itefationumit%demiErwq;tquswert

d(n+1) =§_(E (x/x¢d(n)) + E(x/xyd(n) ))
p({x) sei dabei als Funktion bekannt.

2) Fteration mit dem Mittelwert

wh ne { }
_ o LMY, -y XCW)
. i 4 Z r xl- 6 ?
d(n+1)= %_(i LX o+ P X )

Ny i=a 1=

v x: < dw Vx; dtw

p({x) wird dabei aus denen bis zum n-ten
Schritt gespeicherten x(1},...,x(n) gebildet.
x{i) ist eine stochastische Variable mit
der Verteilung p{x(i)).

3) Stochastischer Algorithmus

d(n+1)= 4(c, (n)+c, (n))
mit
ci(n+1)=ci(n) +'En(x(n+1)—ci(n))

cj (n~1—1)=c:.| {n) ) Jwenn Fi (X{Vl‘_l_"l':]___,) ,'ci) <FJ (x{n+1) ,cj)

145

. _ 2
mit Ffx(n),c;)=4xm-cp® o e}

x (i) ist eine stochastische Variable mit

der Verteilung p(x(i))

Jede Iteration wurde nach N Schritten abgebrochen,wenn
eine "ausreichende"Konvergenz zum Fixpunkt vorlag.
"Ausreichend"bedeutet filir den Algorithmus in 1) ,daB sich
der errechnete Wert bei der Iteration nicht mehr dnderte,
was sich innerhalb der ersten 10 Schritte vollzog.
N wurde fiir 1) deshalb auf N:= 10 festgesetzt.
p{x) wurde fir alle drei Algorithmen mit

p(x)= A*N(-z,1)+B*N(o,1)+A°N(z,1) angenommen.
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Fiir die Algorithmen in 2) und 3) bedeutet "ausreichend",
daB die Abweichung in d(n) vom Mittelwert der letzten

d{n) kleiner als ein Parameter sein soll,dessen glinstig-

ster Wert empirisch ermittelt wird.

Anstatt dieses Kriterium in die Computersimulation ein-
zufiigen (was zusdtzlich Rechenzeit beansprucht), wurde

der Algorithmﬁé fiir verschiedene. Werte von z simuliert.

Die Ergebnisse sind in Abb. 7.3 & zu sehen.

Mittelwert aus 20 Iterationsfolgen
Mittslusrt aus 20 ltevationsfoloen Mitteiwert aus erat lonsToig
18,8 e und ¥ = 108

EEEEERE

-

busv

g g e e o S0 Je PP . g m o ome e g0 0 e R

Abbildungen 7.3 a

Fiir alle drei Simulationen war B=1/2,s0 daB mit Formel
ein Fixpunkt von'a"*= z/3 zu erwarten war.

Man erkennt,daB der Algorithmus im Mittel diesen Wert

bei N=100 gut erreicht.Flir den stochastischen Algorithmus
und den besser konvergierenden Algorithmus nach 2) wurde
deshalb das Abbruchkriterium mit N:=200 fest gewdhlt.

Um das Bifurkationsverhalten dhnlich dem der Differen-
zialgleichung in Abb. 7.0b zu zeigen,wurden die Fix-
punkte in Abhdngigkeit der m ermittelt.Fiir den Algo-
rithmus in 1) sind dies feste Punkte, flir die anderen
beiden Algorithmen eher Wahrscheinlichkeitsverteilungen

um die d*als Maximum.

In der Simulation wurde beiAbbruch der Iteration nach dem
N-ten Schritt d(N) als Fixpunkt betrachtet.Bei festem m

wurden die Iterationen gn mal wiederholt,wobei die Start-
werte d(o) gleichzufdllig mit O, +1,-1 variierten,also je d(o)

#.7-Iterationen . Dies wurde fir 31 _m -  Werte ‘wiederholt.
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7.3,1 Simulationsmethoden

Flir die grafische Darstellung der Funktion d*(m(z)) ist
es wiéhtig,daﬁ di.e Variable m(z) linear variiert wird.

Da in _p(x) aber nicht m(z),sondern z eingeht,muf z so
variiert werden,daB m(z) linear ist.Flir z %> 3 ist dies

kein Problem,da z~m(z).Im Bereich z% 3 aber treten Nicht-
linearitdten durch die GauBschen Fehlerfunktionen hinzu.
Diese analytisch zu erfassen und damit mh1$m(z))= z

zu errechnen,ist recht schwierig.Stattdessen wurde mit
einem interpolativen Algorithmus z solange iteriert,

bis m(z) dem gewiinschten @i!big-auf ’IO-6 nahekam.Dies

wurde fiir jedes i(i=1,...,31)durchgefiihrt,so daR flir jedes
der linear ansteigenden m, ein entsprechendes zs ermittelt
-wurde.

Die flr den Erwartungswert wichtige GauBsche Fehlerfunktion

(P(x)'wurde als punktweise definierte Funktion benutzt.
Ihre Funktionswerte wurden fiir das;Intervall[p ’ 3] der
Literatur {6] entnommen.Fir -3¢£ x40 wurde sie mit
G-x)= 1- §(x) ;fir 3 mitP(x):=1 und fir x<-3 mit Px):=
definiert.

Die Simulation wvon p{x) wurde folgendermaBen durchgefiihrt:

Zuerst wurden im Intervall [0,1] gleichverteilte x; erzeugt.
Nach dem zentralen Grenzwertsatz konvergiert die Verteilung
der standardisierten Summenvariablen X, 9egen die Normal-

verteilung N(o,1)”ﬂ

" {M-'—E(xi')
£, (Xi=1

lim x_ = N(o,1) mit x = ——

npo 8 s © (Xq 4.+ X,)

Setzt man die Voraussetzungen {(Gleichverteilung} mit

A T

W= fxdr=4  und G Ot.sxy) Té4+(n+.e€ ‘F‘ G =Tu-TEOR - 4

© EGR) = gxzd.x =

so ist jz
(X'
s 1—‘-1“ﬂ o

Wir vernachldssigen den Fehler,bei endlichem n abzubrechen,

und setzen dexr Einfachheit halber n=123_gmxxﬁnaaﬁeih§¢:

Felr 1e1m e e
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nun das [0,1] Intervall in drei Intervalle ,1ﬂ112413‘.
Diese drei Intervalle haben jeweils eine solche Breite,
dap P( Inuﬁvalli)= P(x aust%}ui,1))= Ii mit If=I§=A und
I§=B -und den Normalverteilungen N1(u1,1ﬁ=N(~z,1) P

N, (a,,1%=N(z,1) und N, (uy,1}=N(o,1).

Die Verteilung p(x}= p(x/Ni).P(Ni) ergibt sich dann daraus,
daB fiir ein zu erzeugendes x mit f( Ni) wie oben entschieden
wird,aus welcher der drei Normalverteilungen es stammen wird
und dann mit

< = u. + L0O51%) x, gleichverteilt

aus [0,1]

die Zufallsvariable x erzeugt wird.



- 69 -

7.3.2 Simulationsergebnisse

Die Lage der Fixpunkte H*Un)

der iterierten Erwartungswerte ist in Abb. 7.3 b

fiir den Algorithmus 1)

wieder-

gegeben. .Die Ergebnisse der Iteration mit dem Mittelwert

ﬁnd der stochastischen Iteration sind in Abb. 7.3 ¢ und d

aufgefiihrt.Beim Vergleichen der verschiedenen Ergebnisse

£d1llt auf,daB in Abb.

3*(35131 beim erréchneteh Erwar-

: e tungswert der labile

L. e Fixpunkt bei a¥=o0

e . existiert,wdhrend dies

, e bei denen durch Zufalls-

P .. zahlen bestimmten Algo-

; e rithmen nicht der Fall

el ist.Dies erklirt sich

- e .. dadurch,daB fiir 1) bei

. ."H._ angenommenen d(o):= 0
_fm e g ph fe pe P RS R > auch d(1}=d(n)=0 sein

Abb, 7.3 b muB, wihrend bei 2) und

Lage der Fixpunkte bei Iteration
mit dem Ervartungswert

zahlen die Klassengrenze
<y&wﬁﬂ} g
-~ . d(n) nie exakt =0 werden
N s
o Jiiid lassen.Dadurch fiihrt aber
o i“'if“':' schon die nichste Iter-
‘.l i .
He !.ﬁ ation von a*=o weg,s0o daB
pide
LA a*=0 nie als Fixpunkt er-
'_I
- scheint.
TP d¥saszi]
S HE [ a
i 'i'iii.: = TR
Ty .i . :E'i_t
24 R RS Yii,
I’ll-i_. LA N B
FRCEE I - . ] [
- i!!igs:i il -
T b pride’
:.mafz._m;.z.msfz.lmft.mpfl.m.a.:ln.ms.u.ms;.u.asv; 3 o ] i 1y,
z TLAEN
Abb, 7.3 ¢ a1}
tiy,. . Abb, 7.34
Lage der Fixpunkte bei - LR
Iteration mit dem Mittelwert » ERETETEN
I e B X
T > I§ll|.':' .
24 Pap i
FRrn oty
= ctyoac

3) die erzeugten Zufallg-

Abb.7.3 4 Stochast,.Iteration




- 70 .-

In Abb. 7.3 bund Abb.7.3c,d sind die Wahrscheinlichkeits-
dichten der d% nur als Punktdichten erkennbar.

7ur besseren Veranschaulichung sind in Abb. 7.3 e,f,9

die Dichten als dreidimensional schrdg versetzte Histogramme
aufgetragen,bei denen nur jede 2.m-Wert der Uberschau-

barkeit wegen mit allen 20 d*®(m(z)) gezeichnet wurde.

pedxcm ) . - plid&(n)y ped=scmry

Abb. 7.3 e Abb, 7.3 f abb. 7.3 g

. , Iteration mit dem Mittelwert Stochast. Iteration
Iteration mit dem

Exwartungswert ..o
Man sieht deutlich, daB die Unterschiede zwischen dem

stochastischen Algorithmis und der Iteration mit dem
Mittelwert hinsichtlich der Streuung um den Fixpunkt

nach 200 iterationen nicht allzu grofB sind.

Bel genauer Betrachtung der Abbildungen stellt sich

sofort die Frage: Die Bifurkation der Abbildungsglei=: = =7 -
chungen ist hier mit groBer Variation von m bzw. von =z
gezeigt worden. Wie sieht aber bei geringer Variation

von m um eins der tUbergang von einem Fixpunkt der Abbil-~

dungen zu dreien bzw. zweien aus 7



Diese Ubergdnge sind fiir alle drei Algorithmen in den

folgenden Abbildungen dargestellt.

Auch hier fallt wieder,b@sonders in den Histogrammen,
der geringe Unterschied der Algorithmen 2) und 3) auf,

die Beide durch ihre stochastische Abhdngigkeit einen

Ubergang von einem Fixpunkt zu zweien nur erahnen lassen.

.
.
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Iteration mit dem
Erwartungswert

Iteration mit dem Mittelwert




Képitel~8 Anwendungen des Stochastischen Lernens

Auch gewisse biologische Prozesse lassen sich als Lern-
prozesse interpretieren.

Als Beispiel kann man die Vermehrung von Lebewesen in der
Populationsgenetik betrachten.

Ublicherweise werden in der Populationsbilogie aus sta-
tistischen Grundannahmen Aussagen Uber Erwartungswerte

von Populationen gemacht,ohne dabei etwas Uber Evolutions-
ziele auszusagen.

Bei der Interpretation der haploiden und diploiden Ver-
mehrung &ls LernprozeB ergibt sich als Lernziel,die Fitness der
Gesamtpopulation so groB wie mdglich zu machen,was flr

die Wahrscheinlichkeit des Uberlebens der Art sicher

entscheidend ist.

8.1 Haploide Vermehrung

Nach [K} ,S.74 ist der haploide Evolutionsfall dadurch
ausgezeichnet,daB ein Allel A1 etwas besser als ein
zweites Allel A2 ist. Die Uberlebensrate oder relative
Eignung (Fitness) jedes Allels in dem durch das Allel
gekennzeichnete Lebewesen nach jedem Generationszyklus

sei quantitativ mit

Fitness von A

1T 1 +8& mit 04t
2 1

gegeben.Flir die Zahl Ni der Lebewesen mit Gen Ai (Popula-

Fitness von A

tzon Ni) bedeutet dies nach der n-ten Generation (n-tem
Zeitschritt)

N1(n+1)=N1(n).(1+£)

N2(n+1)=N2(n).1

Der relative Anteil der Lebewesen mit A1 an der Gesamt-

population ist damit

C1fmm)=: N, Cnen —_ gxu-g) Nafw)

N, (aea) + Nplwea) Q+E) Natw)+Naln}




Mit
N, ) ‘ ) _ Nyw
cﬂ(n) T th:«») + Nalw) ist N, + Na (w) = _A_—Cﬂ(n)
so daB
c(n+1)= w = (4+£) Calw)
’ (L AR E -Caon
Cdc“) '4’ e) M&Lh)
@A4E)  Cacm) = (A62€a00)e L4 i M'—‘ i COYA-Ly6- :
A+ € -Calun) A% ErC,tay

Angenommen,der Vermehrungszuwachs sei von zufdlligen
Umweltbedingungen xi wie Wetter,Auftreten von Feinden usw.
abhdngig:

€ := B(x;) -1 & g K4

Dann ist ot %= Cq(@(ﬁ"clg(\ﬂ)
c, (nt1)= ¢, (n) + Byr§ (X, Catn)
¥(xmqm)~ __Eua

1+ ECXu) " (V)
Cy(n*1)= 1-c_ (n+1) ’

ein stochastischer Algorithmus, der sich als Lernalgorith-

mus mit der Straffunktion

T X (4 ) = g(xhiﬁ,‘tu‘))
“F(gim %) 1= =1n (1+6(ch ) N

-1n ((1+§(f3\] .N +N2 )

=- 1ln( Fitness der Gesamtpopulation)

interpretieren 1l&8t.
Mit der Ndherung 1+£(xlc1 (n) &~ 1 ist

c, (n+1)=c (n) +%sE(x )
mit der Straffunktion

Fle,(m),x )= - (1+&x )c, (n)

Das lernende System hat hier also als Lernziel, die
Strafe so klein wie md6glich oder die negative Strafe,dis

kgitnggé der Gesamtpopulation,so gro8 wie mdglich zu machen.



Was sind nun die Fixpunkte des Algorithmus ?

fLe (e 20 poods
-2

Die Strafe ist

Jee) = E(Fxen) =

so daB die Extremalbedingung lautet

A i
Q ¥y o0 = O
— I = g__i_r_ X X
C‘.lc 4} “¢‘4+C4 *ﬁ@‘) P
Angenommen, €¢X) sei mit groBer Warscheinlichkeit &K 1
und Cf<1, also auch c,fz, &0 %0,
Dann ist
-5, 2
g | e (a-Che) o x

A+ cf e A= R o

und damit gilt

;)

g (aoo -t g’a)} pwd«* =0
e G

Ty ~cf €' 2O

(’;t = -E.U"

T

Mit O g4 ist
g -¢ty »o o leoawpo

f@w -¢'oo)pao dx >0

g

Also ist .

ED 5 4 owd %ﬁ; LO biEwlo

E2) oo e
Da c%l als Konzentration nur gzwischen O und 1 variieren
kann, ist

A Ew7o
¥
C, 3
0 £ Lo

Flir das-Uberleben einer Genart ist also nur -‘entscheidend,
ob das von ihr geprdgte Lebewesen im Mittel einen Selektions-

vorteil gegeniiber der anderen Art hat oder nicht.




. " Abb. zeigt ei
Eo0>0 8.1 gt eine

Simulation dieses Pro-
zesses.Die Konzen-
tration <, ist aufge~
tragen als Funktion
des Iterationsschritts.
Parameter daflir sind

- Ew DO flr groBere

5 pop s e aund £ LO flir kleine-

w % : :
re Fitness von Al zu A, .

Die Wahl von Koz o) (A=C o)
ist sinnvoll,da

lim ¥w =0
Cim)—© 4

lim K\. - 0
Calwy b @

8.2 Diploider Fall

Sei fiir die Fitness fiir ein Lebewesen mit bestimmter

Merkmalsauspridgung (Phdnotyp) die Kombination der Allele
A,und A, entscheidend.

1 2
Dann sei fiir die relative Fitness

Fitness A1A1 : Fitness A1A2 :Fitness A2A2
ist wie

1+ E—A 1+ ﬁ‘\”&l H 1

o8

und die Iterationsgleichung ergibt sich nach [8] S.81 zu

C4(W) "f ﬁ’\ [4 C/‘c"‘) (C»\(M) + Ezb C-ath))
A+ &y G (Lol 4 1y Gl

C4(W+4) =
Formel (8.2)

- (4+ E'\'C"ﬂc“) (C“C"‘) + ZEZ GCZC“)))'C%(M) g Calny 4 %‘1 Ly (AN] (Cg“‘)"ﬁ %z"CzCh))
A+ €, G (€00 + 285 :¢o6)

Catn) +

Catn) 4 EarCaluy » ~EutCin t 28 °Cat) + (Ceey2Gren)
4+ &y Gt (Gt Ly c€y00)

i

Catuy= A=C,tw

= Catw) * EcGuyr{1ad) G + %z-ca.cuw?«'é; Formel (8.3)
At g, Coi e +2g, (Cicd)

= Catw) 4+ L) o % (e., ¢t ,Catl)

¢a
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Mit der Verallgemeinerung
€, 1= £,0% - A4LL e x) LA
£, 2 = £ o (X
188t sich dies wieder als stochastischer Algorithmus formu-
lieren:
Cogwedy = Calwy + T ‘Q( X, Catw)
Caluiny =Calw)
Bei der Interpretation des Algorithmus als LernprozefR

ergibt sich als Straffunktion
= - A ;
F(xn,c1(n))— 2_ln (Gesamtpopulatlon)
was sich durch BEinsetzen zeigen 1&48t:
Mit [8] S81 ist die Zahl der Gammeten in
A«'\ A’i AJI Az A%AZ

. 2
Cﬁ(u) e AeE, xy) A Ca (A-L) ( At €, &u)%z(x-;)) : @ =Cq)

Da pro Phédnotypus Jje 2 Gammeten existieren,ist Gesamt-
population die Hilfte der Gesamtgammetenzahl.
Also ist

F(x ,c,(n))= =1 Q\X%E(lfmn(/\'\-&(m)+2 CalA-Ca) (A4 €, 82) + @-Cq)q']

 QF (ke ) _ L AT A2 ) -
,. w("‘é-,:‘(X) ) =+ ‘2{.@” g‘('ﬂ‘leﬁ) *Q&EKCA*H ./%A E’”j

= [ A+ Cak, (€428 L 4-«:«))}"‘ ¢ Ea (c,, (1-28) + e,”)-:{{(x,,aa)

Auch hier 138t sich bei kleinem €£€,.w f(xn,c1) nihern zu

£(x_,c)m ¢, [t Lealacy =€) [] s.81 (17)

so dafl sich die Straffunktion zu
- 4 :
F(Xn,c1(n))— .1(Gesamtpopulatlon)

ergibt.



8.2.1 Die Fixpunkte des Algorithmus

Die Fixpunkte der Iteration ergeben sich aus der Porderung,
daB an den Fixpunkten

c(n+1)=c(n) :=c¥

gelten soll. Dann ist

. c .. Yem
c(n+1)-c(n) :=ce&= O ? n
4
Die Ableitung gggg) wird also als Differenzenquotient

on
mit der Schrittweite Eins gebildet.
Flir den Algorithmus der diploiden Vermehrung bedeutet

dies mit Formel (8.3) (Cﬂﬂﬁﬂc ) |
o _ &L o (=€) (€ (1-284) +£2) = Zahler(c,£.,8) = o0
c = 4+ éﬂ.e ° (C (4"'2.&2) ’+3.El) mnner(cl £1 ’ &z)

Der Bruch ist NULL, wenn bei nichtverschwindendem Nenner
der zdhler Z(c, £4, €2) Null wird,was bei diesem Polynom
3. Grades an drei Werten von c geschieht:

1)  ff s le =0
2) Ci‘ﬁ 4
2 2 €2

3) 63 o

,? 7 c;: ’ c{ ? c>0
Y& |

LI

&>o
$& <o ﬂ |
1
-7 ‘82




Bei welchen Werten von und sind diese Fixpunkte
labil und wann sgabil ? |

In Abb.8.2 sind die Bedingungen fiir ¢ einer kleinen Um-
gebung um die Fixpunkte eingetragen, bei der diese stabil
sind. Den allgemeinen Fall zeigt Abb. 8.3.

. A 9ceh
€ cie) /ac
c»o

> b
c T & r Cs <

c

20
bil Fi i i
stabiler 1xpunktAbb‘ 8.3 labiler Fixpunkt

Wie man bemerkt, ist bei einem stabilen Fixpunkt die Stei-
gung der Tangente, also aé(c), kleiner als Null,bei einem
labilen Fixpunkt gr&B8er Null(Vgl. Kapitel 7.0).

Dieses Kriterium soll nun fiir den Algorithmus (8.2) an-
gewendet werden.

Mit Formel (8.4) ist

® 5' X
Clc e, 6) - - 2(cy by o)

N{c, &, &a)

und somit
o e 2ty Nee) = 2e N Zke®
2= c(ch = Nt T ON@Y
= g, {3R (2601142 € {4360 + £2)
LA+ CRe (A28 $ C 288,
An den Fixpunkten ist dies

da Z(c*)=0 .

1) c% =0
§ - * X
Z (o) = Eaty C(8) = £,
N (© = 1
N N S ; = - £,40 e
\«%\\ SN , fE7e €270
‘\N% ~ kﬁﬂ “ %%"““‘ For Gq L0 sk z
@ b S - |
A N Lol o ¥ H
\“m% O\ ww%"ﬁ\kif st &ggcﬁ) Lo und dawnt C4 stabil ;
. A
NN N, “\"‘”‘mm\» . €2 ,
SN N (- S PRI
[ \‘%\ N S N KN
SN N NN
ket S sgellNN e
CRuTw %"w\\v R ., \\ N‘%N
N M ",
RN S,
Mm . %\% M“% %”‘m\




20 (o, €, )= &( 302 vRla3e) 40 = €0 (8m)

e

Damit ergibt sich.folgendes Schema:

« S,
\\:\\\\\& “‘;“N‘ k €4 €2 €'tey, e 5‘&;"}
~ LA 20
-ALt o | > A Lo
L4 20
€420 > 4 p )
\\\‘m & o lebik £ <0
- < wwnm_ e »«5
3) C3*= 6-@_
AT
2‘(6;‘3 E»H&Z) = 84(3..%}_ 2»('@@;"4) + Q______ﬁ,_ 0(4_321) * €2>
“Zﬁx”‘ 21@1_"4
— ° 38«3’2.”@52 +
= f gz.( - 38-1
\ 1 3

N(f ete) = g4 (£ ) E(126) L & 22,

2¢,-1 Y 21
= P fz-v"l(:aiz - + € er
4 26, -4 4 4'5%174
Polaritdt von Z°' (c3) flir verschiedene €.,,¢, ¢
ﬂ) £47¢
£,5¢ wWewn £z 44

S0 ?’Ea‘l L 122_'*4

i:‘l‘?* A, o aneke (26,459 R €77
’zh

» fa (=226 >0

Wewn 25,2148 3 & &2, S0t 2'(cF) 4O
Wewa €2 74, %0 ist 2 (€F) <O mi+ stpr Rechumunsy ,



y €7
€248 Wenn £, L4044
so ist 3¢2~2 {2¢;~-4 2€,-4 L8 ,da€a (e
3'Ea.‘2
Zea~A 7@
— 3&2’2
¢>( 2-62."4)

551(4~3€1‘?~> 2£€)~¢

Es ergibt sich mithin folgendes Schema:

€470 €y .,Z_‘“;e) £.,62)) Bt €448 Zﬁ(f&&ﬂg*lée)
Lip | 5o | @
B, (A2 L@
4/?_{.5144 7 ¢ L¢
4 L& (¢ paY,

Polaritit des Nenners N(c;k, Ba, E2)

Sei £z 7% .Dann ist bei

E )4 2’2;2
EZ
el Y 42, A-28; ¢ ¢

€1 ‘22, S -4
lEz"»ﬂ

|+ %45_-5&-_-4- =N D@
Alge T3t e
€4 4’.!_‘_‘_;"#.55. = N(C)) &¢
Ez
Bei €, ¢% ist die Polaritit jeweils umgekehrt und es

. I h S h E
!erglbt Slc das Schema €, N((f;éwﬁz)

€2 4 Pl (A (o

-’Pi y 2 4-2E2
2 E’i < ‘F(Ez) ) ¢
£22% Vi) | »o
” ()| <o




Diese Bedingungen sind in Abb. 8.4 eingetragen; dazu

ist mit dem sich ergebenden é'(c?,ﬁq,fz) dasg Stabilitdts-

gebiet markiert.
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Die stabilen &,,¢&; -Gebiete aller drei Fixpunkte sind in

Abb. 8.5 zusammengetragen. In jedem Gebiet ist nur mar-
. £ . .
: * e kiert, welche der Fix-
C’l*m Cgp(’ﬁ “ . .
punkte stabil sind;
s E nichtgenannte sind also
¢ A4 G 2 3 darin labil.
, &
3
--‘;Z "":f 0‘6 I Z;._
° glz‘; {:’?’ Eg

% =3 =y

C& C H
- ; ’
§ ‘4//”’?i“%2
% ¥

te % 4

Ca &y 2’% =3
-2 4
Abb. 8.5



8.2.2 Bifurkation der Fixpunkte

Man bezeichnet als Bifurkation ein Verzweigen der LOsungs-

menge einer Differenzialgleichung bei Variation eines

Parameters. (Vgl. Abb.7.0b)

Dieses Verhalten ist bei der Gleichung(8.2) der diploiden

Vermehrung immer dann vorhanden, wenn als Parameter oder
variiert wird und dabei ein Stabilitdtswechsel der

Fixpunkte auftritt.(vgl. Abb. 8.5 bzw. Abb. 8.8 ).

Ein Beispiel (&4>Cn Ez=3 ) ist in Abb. 8.6 zu sehen.

§ L@«\\m—;&,
£y Ly
& it
c
A Shale'l,

Abb. 8.6  Stabilitdtsiibertragung und Bifurkation
der Fixpunkte.

Fiir €0 und £¢,=0 ist dies analog der Fall.

Zu der abgebildeten Bifurkation 1&Bt sich auch eine
Katastrophe konstruieren.

Dies wire dann eine Fold-Katastrophe mit nichtverseller
Entfaltung, worauf ich aber aus Platzgriinden nicht n&her

eingehen mdchte.
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8;2.3 Der Geltungsbereich des Modells

In der biologischen Realit#dt sind Konzentrationen, die
kleiner Null oder grdBer Eins sind,ziemlich unsinnig.

Genau dieser Fall tritt aber auf, wenn der Nenner in

Formel (8.2) Null wird und damit der Quotient unendlich.

Flir den Geltungsbereich dieses Modells miissen wir also
mindestens fordern, daB die Pole nicht im biologisch
sinnvollen Bereich [;{9,1] liegen. Eine weitere Moglich-
keit ist, nur solche Parameter £,und €3 zuzulassen, bei
denen keine Polstellen existieren.

Wann existieren nun solche Pole ?

Die Abbildungsgleichung (8.2) hat dann Pole, wenn der

Nenner Null wird.

Also ist ‘ d
1+ (c,‘ C;J(C.r + ?;'E:z(/\“-ﬂ\) =0

2 ;
3 ¢ yc 28 A4 Zg

A-2E) E4(NA-2€2)

)

C = -t +~Y EL'Y:'A
A-2ga L \N"26) g,(a-28)
Wenn die Ldsung der obigen quadratischen Gleichung
komplex wird, so existieren keine reellen Nullstellen,
also auch keine Pole.

Dies ist dann der Fall, wenn

«# £4 .

i

e - A y
("::i%:) €, (1-2%,) {9
\% €,€ = (4-2¢&y) ﬁ<¢

€,(1-2¢,)%

kd
ceells Lmﬁ,

Mit g0

o 4 2z 3 b
: 3 —— R
. e e
N €2 iar 544.:% L (A-1%2)
‘ &4 '“’( ‘ 4“2‘31 3‘;3 ( éfl.)
A
Mit £449

Abb. 8. 7 ]
ist €47 g(€a).
Im Bereich &€,7% existiert kein positives €4 und im Bereich
4 ; . . .
€, {72 kein negatives €4 , die diese Bedingungen erfiillen.

In Abb. 8.7 sind die Punktmengen der ( €. €2 ) Paare, die die




Ungleichungeh erfiillen und damit komplexe LOsungen der

Polgleichung erzeugen, als schraffierte Flichen eingezeichnet.
Flir diese Punktmengen existieren also keine reellen Nullstel-

len des Nenners der Formel (8.2).

Wie man bemerkt, ist die Funktion f(f) der Abb.8.4 mit |

g(&,) von Abb.8. 7 identisch.
An den Wertepaaren von £,und €., die die Bedingung £,=£f(§£;)
erfiillen, sind also zweil Ver&nderungen zu beobachten:
Zum Einen treten symmetrisch um c=c* zwei Pole auf, die
innerhalb von [0,1} liegen, zum Andgren wechselt die
Stabilitdt der Fixpunkte.Da auBerdem nach Voraussetzung
-1& £44{1 sein soll, ist es sinnvoll, filir das Modell
nur Werte voné,zuzulassen, die wenig von Null verschieden
sein sollen, so daB die im€..§-Bereich der reellen L8sungen
auftretenden Pole der Funktion c(n+1)=g(c(n), &4, E2) auBer-
halb des biologisch sinnvollen Bereichs EO,T}fallen.
Auch muB der Bereich der £; so gewdhlt werden, daB bei

£, tLf(§) und bei  ¢.7% er>f( &) gilt.
Damit ergibt sich flir den Geltungsbereich des Modells

ein €4, -Gebiet mit denlfolgenden stabilen Fixpunkten:

Eat

oy ¥

cx X ol o | C3
£
- o o5 4 £
¥ ¥ o % | P 2

¢ <k lekd] X g
Abb. 8.8 Fixpunkte im Geltungsbereich = -

des Modells

Dabei definiert man fiir 0<¢,4{ 1/2, wenn 024_0 ist, c;f‘:=o=c*
C

Ebenso ist bei 1/2<¢,4 1, wenn c§>1 ist, c? 1= 1 = g’.



Damit ergibt sich das Diagramm der stabilen Fixpunkte

nach Abb. 8.2: Clw)
C,’.‘m@w
u e
9 €470 £.30A| £,70 2,40 Cr
£, (0 " €470 cf
ﬁr o o —_— b
&
ef  gav0 S £ico e
-2 - Ox, 4% oz s [

Fiir die €,und £, , flir die ¢ﬁ“nur labiler Fixpunkt ist,
teilt c§ das Intervall [0,1] in zwei Teile: Alle c(n),

die kleiner als c§,haben c?'als Fixpunkt; fir c(n) > cg
ist cg Fixpunkt.



Anhang A e

“Der Erwartungswert einer abgeschnittenen Verteilung

von drei liberlagerten Normalverteilungen

——— o ——-—_— o~ — - - -~ — o~ W -~ -~ — S V" St oo —— Vo . ] - - -~ —— - ——

p(X)=p1(x)+p2(X)+p3(x)

py(x)=_A ~exp('(§:§)2)
Vores 20

pﬂﬁk)

2, .
p,(x)=_B .exp(=-_x")
27 V3mo 20

L

p,(x)=_A  .exp(-(xtz)?)
2TC 20

BN ECHORAOE MO
— O

E(x,xLd)= d

pT(x)+p2(x)+p3(x) dx

O
Zdhler und Nenner des Bruchs rechne ich getrennt aus:
Nenner:

DBas Integral wird in eine Summe von dreien zerlegt und

das Argument der Exp.Funktion in jedem substituiert.

Mit Y= X=2 dy=dx 9
e — —— obere Grenzen: g =d-
G /s R =~
y=x_  dy=dx /o
/o d
y= X+z dy=dx d+z
Vo Vo G= =
ist 92 9. 3o 9, 2
1 AI exp(~y~/2)dy +B[ exp (-y /2)dy+Aféxp(—y +2)dy
= A &(d-z) +B ¢ (d) +A @ (d+z)
Vo /o /o

X
mit der Gausschen Fehlerfunktion ¢ (x)= 1 ! exp(—t2/2)dt
Vol ~e®



Beim Z&hler wird ebenso verfahren:

V= X—2Z dx= dy /5 oObere Grenzen: 94= d-z
Vo /o
y= % dx=dy 5 9,= d_
/o /o
y=xX+2z dx= dy /5 95= d+z
/o Vo
so dass
9, 9,
Zdhler= 1 Ag yexp(—y2/2)dy /5 tA z.exp(—y2/2)dy
Vol —p - :
: 92 5
+%{ y.exp(~y~/2)dy /5
- P ’
93 93
+§[ y.exp(—y2/2)dy /o @%[ z.exp(—y2/2)dy
.- g g
o 1
= -A jsexp(~-y~/2) + Az¢(g1)
/am 92
z 2
-B V0 exp (-y*/2)
L P -
93
2
-A Y0 exp(-y“/2) -Az ¢(9;)
/ZTT -

und mit Y (x)= 5 exp(—xz/z)
ist der Z&hler

=Az @£g1 ) -Az @(93) -A 1;,(q1 ) mA~¢(g3) -Bg (92)
und der Erwartungswert

a(z.9(d-2) -z.4(d%z) - y(d-z) —w<gi§)>—3 5 (@)
E(x,x¢d)= Jo Vo Vo Vo Vo
A( fd-z) +gdtz) ) +B 5(d)
75 7 5




Mit der Beziehung

d o d
Ip(x)dx + [p(x)dx = 1 ,also Jp(x)dx-1— p(x)dx
B S p(x) =p(-x) )
und Xp(x)dx +pr(x)dx = ,also ;xp(x)dx— fxp(x)dx
- 4
)

ist

E(x,x0d)= _=A.(0(g1).2-0(gs) .2=0(q1) =¥ (g3) ) +B. 2 (g>)
1-A. (9 (g1)+3(g3))~B.®(g2)




Anhang B Auswahl der benutzten Computerprogramme

1) Der stochastische Algorithmus

310 BLCEL)
B\N= L OONKEM:
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2)V Iteration mit dem Mittelwert

g W :N‘.’X
For fw&'.’-*
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